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Resumo

A mecénica quantica de De Broglie-Bohm pode estabelecer uma conexio entre a Mecanica
Quantica ndo-relativistica com o movimento de particulas em Dinamica dos Fluidos. De fato,
essa interpretacdo mostra que um sistema quantico pode ser decomposto em um sistema hi-
drodindmico, submetido a um potencial adicional, de origem quantica. Neste tipo de sistema
podemos observar possiveis manifestacdes de fendmenos quanticos em objetos macroscopicos.
Sabemos que para um fluido que obedece ao principio de Pascal (tensdes principais iguais), a
pressdo € tida como isotrépica. No entanto, conhecemos objetos com desvio de isotropia local
como, por exemplo, Politropas Anisotrépicas. Politropas sdo configuracdes em equilibrio hi-
drostédtico como, por exemplo, estrelas ideais. Podemos considerar uma grande diversidade de
eventos fisicos que ddo origem a configuracdes anisotrépicas. Um possivel grau de anisotropia
em um sistema pode acontecer tanto em regimes de baixa ou alta densidade. A anisotropia
pode provocar certas instabilidades em estruturas astrofisicas. Neste trabalho estudamos as

propriedades fisicas de um objeto que denominamos Politropa Quantica Anisotropica.

Palavras-chave: Politropas, Quéntica, Anisotropia



Abstract

De Broglie-Bohm’s quantum mechanics establishes a connection between non-relativistic Quan-
tum Mechanics with the movement of particles in Fluid Dynamics. In fact, this interpretation
shows that a quantum system can be decomposed into an astrophysical hydrodynamic system,
subjected to an additional potential, of quantum origin. In this type of system we can observe
possible manifestations of quantum phenomena in macroscopic objects. We know that for a
fluid that obeys Pascal’s principle (equal principal stresses), the pressure is considered isotro-
pic. However, we know objects with local isotropy deviation, such as Anisotropic Polytropes.
Polytropes are configurations in hydrostatic equilibrium, such as ideal stars. We can consider a
great diversity of physical events that give rise to anisotropic configurations. A possible degree
of anisotropy in a system can happen in both low-density and high-density regimes. Anisotropy
can cause certain instabilities in astrophysical structures. In this work we study the physical

properties of the object that we call Anisotropic Quantum Polytrope.

Keywords: Polytropes, Quantum, Anisotropy
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CAPITULO 1

INTRODUCAO E MOTIVACAO

A teoria quantica possui um sucesso preditivo quase que insuperdvel, desde sua criagdo ha
cerca de 100 anos. Ha, no entanto, um problema persistente com sua interpretacdo convenci-
onal, relacionado ao problema da medi¢do [1]. O problema surge da seguinte forma. A teoria
quantica foi desenvolvida para explicar o comportamento de sistemas “microscopicos”. Essa
teoria associa, a cada sistema microscépico, uma fun¢do de onda . De acordo com a inter-
pretacdo convencional da teoria, essa funcdo de onda fornece a especificacdo mais completa
do sistema microscopico. Além disso, a dindmica da fun¢do de onda ¥ € regida por duas leis
diferentes. Primeiro, hd uma evolu¢do dinamica segundo a equacdo de Schrodinger, que € de-
terministica, no seguinte sentido: dada a fun¢do de onda inicial, pode-se determinar a funcado de
onda em um momento posterior [2]. Existe também outro tipo de evolucdo da funcdo de onda,
que € o colapso da fun¢@o de onda. A regra do colapso € introduzida na teoria quantica para ex-
plicar o resultado obtido quando uma medicao € realizada. A esse respeito, diz-se que o colapso
da funcdo de onda ocorre quando uma medicdo € realizada por um observador macroscopico
(humano ou ndo), no sistema microscopico descrito por essa fungdo de onda. O resultado € uma
substituicdo de W por outra funcdo de onda que a partir desse momento fornece a descri¢ao
(completa) do sistema microscépico.

Consideradas separadamente, ambas as leis da evolug¢ao dindmica s@o definidas de forma
inequivoca. A ambiguidade torna-se mais marcante no exemplo a seguir. Quando um obser-
vador macroscépico realiza uma medi¢do em um sistema microscopico, a lei do colapso deve
ser aplicada. Mas se o sistema macroscépico for considerado um conjunto de sistemas micros-
copicos, entdo a funcdo de onda do sistema total, que consiste no observador e no sistema sob
observacao, deve evoluir no tempo conforme a equacdo de Schrodinger e a lei do colapso nao
deve ser invocada [1]. Em situacdes praticas, a diferenca entre o “observador macroscopico” e o
“sistema microscopico” € suficiente para que se possa frequentemente dizer se o colapso ocor-
reu ou ndo. Nao obstante, a distincdo ambigua entre o observador macroscopico € o sistema
microscopico apresenta uma 6bvia falha l6gica que € inconsistente se quisermos considerar a
teoria quantica como uma teoria fundamental que descreve a natureza. Porque a distingdo am-
bigua é necessdria para a lei do colapso, e porque a lei do colapso € invocada para descrever o
processo de medi¢do, o problema é geralmente referido como o problema de medicao.

Uma possivel solucdo para o problema de medi¢do reside na visdo de que a especificagao
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completa de um sistema microscopico ndo € fornecida apenas pela funcao de onda, mas também
por algumas varidveis extras 1'[3]. Essas varidveis extras devem ter uma existéncia objetiva, in-
dependentemente do fato de uma medi¢do ser ou ndo realizada. Elas também devem determinar
o resultado em experimentos, de modo que a lei do colapso se torne desnecessdria [4]. Nao ha,
portanto, necessidade de distin¢g@o entre sistemas microscopicos € macroscopicos; ambos sao
descritos por essas varidveis extras juntamente com a funcdo de onda. Uma teoria na qual o
sistema € descrito por tais varidveis adicionais € chamada de Teoria Realista.

Outra abordagem alternativa pode ser considerada, e essa € a que iremos tratar nesse tra-
balho, a chamada Mecanica Quéantica de De Broglie-Bohm (MQBB). Dentro do contexto da
MQBB podemos apresentar a Formulagdo Causal da Mecanica Quantica para sistemas fisicos.
A teoria propde que, além da funcdo de onda, existe uma "onda piloto"orientadora que deter-
mina o comportamento das particulas quanticas. De acordo com a teoria de Broglie-Bohm, as
particulas tém posi¢des e trajetorias bem definidas, ao contrério da interpretagdo de Copenha-
gue da mecanica quantica, onde as particulas s@o descritas apenas por uma func¢io de onda que
fornece probabilidades de seus estados [S]. Nesta teoria, a fun¢do de onda evolui de acordo
com a equacdo de Schrodinger, mas as proprias particulas sdo guiadas pela onda piloto. A onda
piloto interage com as particulas, determinando suas posicoes e velocidades. O comportamento
das particulas na teoria de Broglie-Bohm € consistente com as previsdes da mecanica quantica
padrao, incluindo a natureza probabilistica das medi¢cdes. No entanto, fornece uma descri¢ao
mais completa e deterministica de particulas individuais [5].

A partir dessa formulag@o iremos estabelecer uma conexdo entre a mecénica quantica nao-
relativistica com o movimento de particulas, assim como na Dinamica dos Fluidos.

Esse foi um trabalho realizado inicialmente pelos fisicos Erwin Madelung [6] e Louis de
Broglie e posteriormente pelo fisico David Bohm [7]. Efetivamente, esta andlise, conhecida
como mecanica Bohmiana, mostra que um sistema quantico (descrito pela equacdo de Schrodin-
ger) pode ser decomposto em um sistema hidrodinamico, submetido a um potencial adicional,
de origem quantica.

A MQBB tem sido aplicada ndo apenas em sistemas quénticos, mas também, por exemplo,
em sistemas hidrodindmicos astrofisicos [8]. O objetivo desta abordagem € verificar, de uma
maneira efetiva, a possivel manifestacdo de fendmenos quanticos em sistemas macroscopicos.
Inicialmente, esta aplicacdo da MQBB a astrofisica € motivada pelo desconhecimento da natu-
reza da matéria escura, uma componente que deve perfazer cerca de 25% da composi¢do atual
do universo. Sistemas estelares também t€m sido estudados por meio desta abordagem, visando
descrever objetos compactos formados como estrelas de bosons, por exemplo [9].

Dentre as varias aplicagdes hidrodinamicas, resultante da MQBB, um objeto analisado na

IRefere-se a quantidades hipotéticas que, se existissem, forneceriam uma descri¢io mais completa dos sistemas

fisicos do que a fornecida atualmente pela mecénica quantica padrao.
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literatura é a Politropa® Qudntica. Trata-se de uma configuracio em equilibrio hidrostatico onde
o potencial quantico equilibra uma atrag@o do tipo gravitacional [10].

Devemos notar que, como os sistemas fisicos estudados nesta abordagem envolvem a no¢ao
de fluido, € usual assumir que este satisfaca ao principio de Pascal (tensdes principais iguais).
Portanto, a pressdo € tida como isotrépica (ndo depende da direcao), assim como € geralmente
aplicado para o caso de equilibrio hidrostitico de uma estrela. Em uma primeira aproximagao,
estrelas s@o objetos esfericamente simétricos de massa inicial My e raio Ry, que se encontra
em equilibrio hidrostético (pressdo radial é compensada pela forca gravitacional). Para estrelas
esféricas em equilibrio hidrostatico, a equacao de equilibrio dindmico, utilizando uma equagado
de estado politrépica, é conhecida como equacdo de Lane-Emden [11].

Sabemos que para descrever uma estrela proxima da realidade, devemos considerar um certo
grau de anisotropia que pode ser causado por uma grande variedade de fendmenos fisicos [12].
Como estrelas emitem radiac@o na forma de ondas eletromagnéticas, sua energia deve decrescer
com o tempo [13]. Este pode ser um mecanismo que quebra a isotropia do sistema, mas nao
o unico. Podemos contar com uma grande diversidade de eventos fisicos que ddo origem a
anisotropia como a rota¢do e viscosidade. Esse desvio de isotropia local pode acontecer tanto
em regimes de baixa densidade ou em alta densidade [14]. Em um sistema bastante denso,
processos de transi¢des de fase podem acontecer durante o colapso gravitacional [15]. Podemos
notar as transicdes para um estado condensado de pions 3, que suavizando a equagio de estado
e atribuindo uma enorme liberagdo de energia t€ém implicagdes importantes na evolucao das
configuracdes de colapso [16].

Neste trabalho adicionamos o termo de anisotropia ao objeto denotado Politropa Quantica,
estudado na Ref. [10]. Isto nos deu origem a um novo objeto fisico: a Politropa Quantica
Anisotrépica.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Cap. III revisamos a mecanica quantica de De Broglie-Bohm. Aqui, partimos da equa-
cdo de Schrodinger e obtemos um sistema composto pela Equagao da Continuidade e a equagao
equivalente a Equagdo de Euler equipada com o potencial quantico.

No Cap. IV estudamos como acoplar a gravitagdo ao problema, o que nos forneceu o Sis-
tema Gross-Pitaevskii-Poisson e introduzimos o conceito de Politropa Quantica.

No Cap. V discutimos possiveis fontes de anisotropia em sistemas auto-gravitantes.

No Cap. VI tratamos da Politropa Anisotropica.

No Cap. VII construimos a Politropa Qudntica Anisotrépica. O comportamento do sistema

modelado foi analisado.

ZPolitropas sdo modelos matematicos que descrevem a relagio entre pressdo e densidade.
3Um condensado de pions refere-se a um estado hipotético da matéria em que um grande nimero de pions, que

sd0 os mésons mais leves, ocupam um tnico estado quantico.
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CAPITULO 2

METODOLOGIA

Trata-se de um trabalho tedrico e computacional, que se baseia na revisao de artigos e re-
producido de resultados pré-existentes na literatura. Inicialmente foi revisado a MQBB que, de
certa forma, faz uma correspondéncia entre a equagdo de Schrodinger e a Dinamica de Fluidos.
Em seguida, reproduzimos parte de seu arcabouco matemdtico. Seguimos com a descri¢cdo de
uma Politropa compacta de configuracdo Anisotrépica. Foram reproduzidos os detalhes mate-
maticos da construcao tedrica deste objeto. Com todo esse aparato matematico, foi estabelecido
uma relacio entre a MQBB e a Politropa Anisotrépica. Também tratamos de um objeto deno-
tado de Politropa Qudntica. A partir destes resultados, criamos um objeto novo, que chamamos
de Politropa Quantica Anisotropica. Por fim, modelamos essa configuragdo e observamos as

propriedades fisicas através de cdlculos numéricos, modificando alguns de seus parametros.
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CAPITULO 3

Mecanica Quantica de De Broglie-Bohm (MQBB)

3.1 Introducao a formulacao MQBB

Podemos iniciar este trabalho apresentando a mecanica quantica de De Broglie-Bohm que
também pode ser chamada de Formulagdo Causal da Mecénica Quantica para sistemas fisicos
sob a acdo de um potencial geral ¢(x,#) [17]. Esta formulagdo faz conexdo entre a mecanica
quantica nao-relativistica com o movimento de particulas, como na Dindmica Cléssica dos Flui-
dos. Ainda, introduz o conceito de onda piloto [18], inicialmente apresentada pelo fisico alemao
Erwin Madelung em 1923, continuada pelo o fisico francés Louis de Broglie, ganhador do Pré-
mio Nobel de Fisica (PNF) em 1929. Logo em seguida este trabalho foi revisitado pelo fisico
estadunidense David Bohm, a partir de 1952.

Vamos partir da Equagdo de Schrodinger em sua versao usual e, logo em seguida, iremos
aplicar a transformacao de Madelung-Bohm, também conhecida como decomposi¢do polar da
fun¢do de onda. Como resultado, temos que a equagdo de Schrodinger é decomposta em uma
parte real e outra imagindria com correspondéncia com as equagdes da dindmica dos fluidos.
A primeira, a parte imagindria, correspondendo a equacdo da continuidade e a segunda, a parte
real, serd equivalente a lei de conservacdo do momento linear quantico para esse sistema em
questdo [19]. Com essas informagdes podemos verificar a coeréncia ou descoeréncia de sua
evolu¢do. Podemos ver também se os sistemas s@0o conservativos ou ndo-conservativos. Isso

nos permite examinar, por exemplo, se tais sistemas sao dissipativos [20].

3.2 MQBB para Sistemas Fisicos Conservativos

Iniciaremos com a equagdo de Schrodinger (fisico austriaco Erwin Shrodinger, que 1926
propds essa equacao para representar sistemas fisicos quanticos) em sua versao linear unidi-
mensional,

() I PW(x1)

lﬁT = —2m ax2 +¢(x,t)‘P(x,t), (31)

onde m é a massa da particula, 4 = /27 é a constante de planck reduzida e ¢ é o potencial.
Na interpretacdo quéntica padrdo, a fun¢do de onda € usada para calcular distribui¢des de

probabilidade. Por exemplo, a densidade de probabilidade associada a uma detec¢do conjunta
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das N particulas em um determinado instante ¢.
A fung@o de onda W(x,7) pode ser escrita a partir da transformacgio de Madelung-Bohm ou

mais comumente conhecida como forma polar,
W(x,1) = y(x,1)eS ), (32)

em que S(x,7) é uma agdo cldssica e Y(x,#) serd definido ao avangarmos no problema. Calcu-

lando as derivadas temporais e espaciais, temos:

¥ (0¥ 9IS\ [0S 1oy
E (aﬁ""at)_(’aﬁwaz)q" (3-3)
¥ (oY . dS\ [0S 1oy
Podemos derivar a Equacdo (3.4) em relacdo a varidvel x novamente, resultando,
¥ 9 [[/0S 19y

e, portanto, obtemos uma equagao do tipo,

2 2 2
a\P_-isa_S(a‘l’ : 8_S)+e,~5(8\|1+,8\|188 . 3S>.

2\ w2 T tVae (3.6)

ox + lwax

Realizando a distributiva na equagio acima,

ENEN 25\ 2
w2

PY as
lax ox ox

ol

o (0%y Oy oS 9%S
INN e Shded e M
+e (axz +zax ax+’“’ax2)' (3.7)

Observe que na Equacio (3.7), e é fator comum. Com isso, podemos reescrevé-la na forma,

F¥ | dyaS Py S s\ >

Agora vamos dividir a Equagao (3.8) por v,

1 2\{1 o |2 2 2 2
1w s[aavas 1y P a5\ 59)
Y ox? Y ox ox  yox?  ox? ox
Podemos simplificar a equagao acima e escrevé-la como,
PR 2i0ydS 1%y %S [aS\?
2 [$$$+l|_fﬁ+lﬁ_ <$) . (3.10)

Agora vamos substituir as Equagdes (3.3) e (3.10) na expressao (3.1). Obteremos,

2 . 2 2 2
iﬁ(ias 1a\p)lP: K lzza\uas 1%y 0% (as)

2m

W Ox ox |y ox2 a2

Yow.  (3.11)
ox
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Vamos relembrar da notagio de Madelung onde W est4 relacionado com e, que é fator comum,

entao,

v+ ov. (3.12)

95 19 B2 |2i0ydS 1%y 92 98\ 2
ih _|___lll W:__ _ZLV_S_’___W_}_ S _S
Yo v ot 2m |y ox ox  yox2 | ox? ox

Note que a equacdo acima € a mesma Equacdo (3.1) reescrita em sua forma polar. Iremos
analisar cada um desses termos apresentados. Primeiramente, vamos separar a parte imaginaria

dessa equagdo. Temos,

o wax Voo (3.13)

Podemos fazer uma correlagcdo entre a Equacao (3.13) e equagdo tradicional da dinamica

oy __(285814; 825)_

dos fluidos, considerando |¥|> — y? = p (densidade de massa). Desta forma,

0P EN af d9%s
o 2m ( ox ox \/_ax ) 3.14)
pode ser escrita na forma,
1 op (1 dSop \/‘azs
2/por m (2\/_8)6 x 2 o (3.15)
Simplificando ainda mais a equacgdo acima,
dp  h(oSdp 9’
g——% (aa—f—pw) . (3.16)

Vamos agora fazer a seguinte relacao,

d ([ dS\ 0dSop 9%S
=)= 4p= 3.17
ox (pax) xax  Pax G17)
observe que a derivada parcial da Equacao (3.17) é exatamente o mesmo termo dentro dos
parénteses da Equacio (3.16). E imediato verificar que

dp _ d [ haS
o ox (pmax) (3.18)

Aparentemente, a Equacao (3.18) ndo possui qualquer relagdo com a dindmica dos fluidos,
mas isso ndo € verdade. Para que possamos fazer essa relacdo devemos realizar a seguinte

correspondéncia,

Vamos denominar v, de velocidade quéntica. Isto nos fornece a seguinte expressao,

8p 0 B
g I - (PVgu) =0, (3.19)
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que também podemos escrevé-la na forma,

=0. (3.20)

Chegamos na expressado (3.20) que pode ser associada a equagao da Continuidade ou, como
costumamos chamar na fisica, lei de conservacdo da dindmica dos fluidos [8]. Ela expressa
a conservacio da distribuicio de probabilidade [|¥|>dx. A partir desta equagio verifica-se

também a coeréncia desse sistema fisico representado pela equagdo de Schrodinger.

3.3 Potencial Quantico de Bohm

Tratamos na Equacgdo (3.12) a parte imaginéria da decomposic¢ao polar da equacdo de Sch-

rodinger. Agora, vamos fazer o mesmo para parte real dessa expressdo. Com isso,

0%y a8\ 2
¥ (a)

Podemos dividir toda a equagdo acima por mVy, entao,

_hos_ Ly (05Y°
mot  2m2y | ox? V{ox

Agora, vamos fazer a distributiva,

aS B2

T + oy (3.21)

+ -, (3.22)

hos W [aS\* HE 10
_RoS W (SN W 10w e (3.23)
madt  2m? \ dx 2m2yox:  m
o que nos permite simplificar ainda mais a Equacao (3.23). Assim,
hos  m: [aS\® 1 [h* 13
e M) (Y ) (3.24)
mot 2m? \ ox m \ 2m y ox2

Aqui iremos fazer mais uma correspondéncia, ¢ devemos lembrar que y = ,/p. Sendo

assim, )
. R 1%
q)qu(xvt):q)qu—_%ﬁ FIVRE

N6s chamaremos ¢4, de potencial quintico de Bohm ou pressdo quéntica que € o conceito

(3.25)

central da formulagdo de Broglie-Bohm. Isso mostra que mesmo uma particula classicamente
livre pode sofrer a acdo de for¢as decorrentes do potencial quantico, mas note que ele desaparece
no limite 7 — 0.
Agora que conhecemos os dois potenciais (geral e quantico), podemos entdo considerar a
equacao,
_hos (85)2 1

mor  2m? \ ox

(—0qu—90)- (3.26)

m
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Observe que € a mesma Equacao (3.24). Vamos multiplicar (3.26) por m,

S mh* [3S\*
—h—==—| = ut+ 0. 3.27
o  2m? (ax) Ot ¢ (3:27)
Agora, podemos acrescentar o termo Vg, € colocar toda a expressdo em apenas um lado da
igualdade,
aS
B+ 500, +0qu+0=0. (3.28)

O préoximo passo € derivar uma vez a Equacdo (3.28) em relacdo a varidvel x e multiplicar o

resultado por 1/m,

0 (haS d 12 19
a(m8t>+a(2 qu)+ A (0gu+9) =0. (3.29)

Note que no primeiro termo existem duas derivadas, uma em x e a outra em ¢. Fazendo a

permutacgdo entre essas duas derivadas teremos um termo ja bem conhecido na literatura, dado

9 (hdSY, 9 (1, 19 B
E(max)Jra(z qu>+;§(¢qu+¢)—0, (3.30)

g, 0 12 10 B
> tax (2 qu)+ga(¢qu+¢)—o. (3.31)

Escrevendo em sua forma mais compacta, a Equacgado (3.31) pode ser reescrita como,

por,

ou

(¢ef) (3.32)

onde ¢.r € o potencial efetivo que € a soma dos potenciais (geral e quantico). Note que
chegamos em uma equacgdo que € andloga a Equacdo de Euler para dindmica de fluidos ideais

com um termo de potencial novo [21]. Esse € o termo mais importante para esse sistema.
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CAPITULO 4

Sistema Gross-Pitaevskii-Poisson (GPP)

Neste capitulo iremos revisar a estrutura matematica do sistema de equagdes composto pela
equacdo de Gross-Pitaevskii (também conhecida como equagdo de Schroedinger nao-linear),
e pela equacao de Poisson. Estas equacOes pretendem descrever, por exemplo, sistemas auto-

gravitantes sujeitos a possiveis manifestacdes de origem quéntica.

4.1 Introducao ao sistema Gross-Pitaevskii (GP)

O Sistema GP, também conhecido como equagdo ctibica ndo linear de Schrodinger, foi estu-
dado pela primeira vez no inicio dos anos 60 e &, atualmente, um modelo amplamente utilizado
em diferentes assuntos, tais como, mecanica quantica, fisica da matéria condensada, 6ptica nao
linear etc [22]. A equagdo de Gross-Pitaevskii tem recebido uma notavel atencao devido ao seu
sucesso em prever resultados experimentais em Condensados de Bose-Einstein (BEC) [23] e
[24].

Se considerarmos o limite em que a temperatura 7" — 0, todos os bdsons se condensam em
um unico estado quantico (BEC), onde este sistema de muitos corpos pode ser descrito por uma
fun¢do de onda W, que obedece a equagao,

., 0¥ (rt) h?

il = — 2=V (1) + 0(r)B(rt) + B () PR (1), (4.1

B representa as interagOes entre as particulas do BEC e W € a func@o de onda dependente do

tempo para equagao de GP. Esta equacao fornece,

2
E¥(r) = —f—mV2¢<r) +0(r)F(r) + B[P () "¥(r), 4.2)

onde W é a funcdo de onda independente do tempo e E é a energia.

4.2 Transformaciao de Madelung na equacao GP

O BEC autogravitante newtoniano € descrito pelo sistema Gross-Pitaevskii-Poisson [25],
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0¥ K2
7 LI v\ ) MR 4.
ih 5 - +m(o+ gN;m|¥|*)¥P, 4.3)
V2 = 4nGN,m|¥)?, (4.4)

com g = 4nash? /m> onde ay; é o comprimento de dispersdo (permitimos que a; seja positivo
ou negativo) [26] e N é o numero de particulas. Escrevemos a fun¢do de onda na forma polar
W(r,t) = y(r,1)eSN)/" onde y e S sdo reais. Assim como ja introduzido no capitulo anterior, a
transformacdo de Madelung nos permite fazer a seguinte associacdo [6],

1
p = Nyn|¥|* = Nymy?, v=—VS. (4.5)
m

O quadrado da funcio de onda |¥|?> pode ser identificado como a densidade do nimero
de bésons, p(r,t) é o campo de densidade e v(r,7) o campo de velocidade. A massa total da
configuragdo é M = Nym = [ pdr. O campo de velocidades € irrotacional, pois V x v = 0. Com
esta transformacao, pode-se mostrar que a equagdo de Gross-Pitaevskii (4.3) € equivalente as
equagdes barotrépicas de Euler com um termo adicional chamado potencial quantico. De fato,
obtém-se o conjunto de equagdes,

9Ip

& +V.(pv) =0, (4.6)

sendo essa € a equagdo da continuidade com o termo de velocidade e a equagdo de Euler,

v 1 1
— 4+ (v.V)v=—-VP-Vo— —Vo,. 4.7
5 + ( ) 0 (0) m q)qu 4.7)
Note que essas equagdes ja sdo conhecidas,pois foram obtidas da mesma forma que as equa-
coes (3.19) e (3.32) respectivamente, agora a Equacdo (4.7) apresenta um termo novo associado
a pressao que ¢ dado pela seguinte expressao,
_ 2Ttasﬁ2 2

P= 3 p-. 4.8)

A relac@o de pressao (4.8) corresponde a uma equagdo de estado politrépica na forma,

1
P=Kp", y:1+;, 4.9)

com fndice politrépico n = 1 (Y= 2) e constante politrépica K = 2na,h? /m>. Podemos chamar
P de pressdao quantica do BEC. Observe que se n — 0, entdo a pressdo P vai para o infinito oo

(uma possivel singularidade) [27].



43. A EQUACAO GP INDEPENDENTE DO TEMPO 21
4.3 A equacao GP independente do tempo

O sistema GPP independente do tempo € bem-parecido com o caso mais geral (dependente
do tempo), para isso devemos seguir os mesmos passos do capitulo anterior. A funcio de onda

¢ dada por,

Y(r,1) = y(r)e EN, (4.10)
Obtemos a equagdo GP independente do tempo,

2

h
— VA m(9+gNomly )y = Ey, (4.11)

onde y = y(r) é real e p(r) = Nymy?(r). A equacio acima pode ser reescrita,

h? V2
m¢+mgp—% \/ﬁzE. (4.12)

Podemos simplificar ainda mais a equacao,

m+mgp +bg, = E. 4.13)

A fun¢do de onda y é esfericamente simétrica e ndo possui né, de modo que o perfil de

densidade diminui monotonicamente com a distancia [28].

4.4 Equilibrio Hidrostatico

A equacdo de equilibrio hidrostatico estabelece que, em um sistema auto-gravitante, a forca
do gradiente de pressao VP em um fluido deve equilibrar a for¢ca gravitacional que atua nesse
mesmo fluido, para que o fluido esteja em um estado de equilibrio. Matematicamente, assu-
mindo um campo de velocidade constante ' na equagdo de Euler (4.7), podemos expressar esta

condi¢do como,

VP = —pVo,r, (4.14)

onde o potencial efetivo ¢, € 0 mesmo abordado em (3.32). Podemos reescrevé-la na forma,

VP = —pVi,, — pVo. (4.15)

O potencial quéntico ¢4, ja € bem conhecido (3.25) e portanto, a Equagao (4.15) pode ser

escrita da seguinte maneira,

10 estado estaciondrio da equacio de Euler é obtido tomando dv /9t = 0.
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po (V2P
VP +pVo— —V =0. 4.16
o0 (52) "

A Equacgdo descreve o equilibrio entre pressdo devido a interacdes de curto alcance (dis-
persdo) e gravidade. Dividindo a (4.17) por p e combinando o divergente deste resultado com

a equacgdo de Poisson (4.4), obtemos a equacdo fundamental do equilibrio hidrostatico com

efeitos quanticos,

VPN K (VP
—V. (?)Jrzmzv < 7 >—4nGp, (4.17)

adicionando a equacdo politrépica de estado (4.9), em (4.17) obtemos,

Aragh? h? V2./p
S v v? = 47Gp. 4.1
m? P o ( VP ) mop 19

Ha quatro limites importantes a serem considerados.

« O caso ndo interativo corresponde a g = a, = 0, lembrando que g = 4na,h> / m>. Esta é a
situacdo primeiramente estudada por Ruffini e Bonazzola [29] e revisitada por Membrado

et al. [30] com outro método. Nesse caso, a Equacdo (4.18) reduz a,

R o (V2P
2m? \/ﬁ

Ela descreve o equilibrio entre a gravidade atrativa e a pressdo quantica repulsiva. Esta

) = 47Gp. (4.19)

equacgdo deve ser resolvida numericamente. De acordo com [29], o perfil de densidade
decai suavemente até o infinito. O raio onde estd contido 99% da massa é dado por
Ro9 = 9.9h% /GMm?>.

* Para a; > 0, podemos fazer a aproximacdo de Thomas-Fermi (TF) que equivale a negli-
genciar o potencial quantico. Este € o limite considerado por Bohmer e Harko [31]. Nesse

caso, a Equaciao (4.18) torna-se,

Gm?

agh?

Vip4+ —5p=0. (4.20)

Essa é uma equagdao do mesmo tipo (4.18), que descreve o equilibrio entre a gravidade
atrativa e as interacOes repulsivas de curto alcance (espalhamento). Esta equacdo € equi-
valente a equacdo de Lane-Emden para uma politropa de indice n = 1. Tem a solu¢do
analitica p(r) = (poR/mr) sin(nr/R) onde R = nt(ash?/Gm?)'/? é o raio da configuracio
(independente da massa M) e pg = TM /4R> é a densidade central.
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* Para a; < 0, a aproximacdo TF leva ao colapso, pois mantém apenas os efeitos da gravi-
dade atrativa e das interacOes atrativas de curto alcance. Se quisermos obter estados de
equilibrio (para M < M4y), temos que resolver a Equacdo (4.18) expressando o equilibrio

entre pressao quantica repulsiva e interagdes atrativas de curto alcance e gravidade.

* Poderiamos também considerar o limite ndo gravitacional. Nesse caso, a Equacao (4.18)

reduz a,

47T|as\ﬁ 2 2 (V2P _
\% V = 421

Descreve o equilibrio entre pressdo quantica repulsiva e intera¢des atrativas de curto al-

cance. Sabemos que tais equilibrios sdo instdveis [28].

4.5 Politropa Quantica

Vamos focar daqui para frente em um objeto denominado na literatura de Politropa Qudn-
tica. Trata-se do caso (4.19) recentemente revisitado por Heyl, Choptuik e Shinrakuk [10].
Fisicamente, trata-se de um objeto com pressao cinética desprezivel em comparacgdo a pres-
sdo de origem quantica. Assim como esperado, vamos encontrar uma classe de solu¢des muito
semelhante as estrelas politropicas newtonianas.
Seguindo a notag¢do da Ref. [10], vamos adotar ,/p = a. Com isso,
1

Ogu = %Vza. (4.22)

Inserindo (4.22) na equagdo de Poisson, teremos,

1
V2 (-V%) = 4nGa’. (4.23)
2a
Novamente, esse tipo de acoplamento demonstra uma possivel relacdo entre mecanica quan-
tica (fornecida pelo potencial quéntico) e a gravitacio (fornecida pela equacio de Poisson). Po-

demos notar como fica o Laplaciano em coordenadas esféricas. Partiremos inicialmente para o

operador de Laplace dentro dos parénteses da Equagdo (4.23), entdo,

2
Ve L4 <r2d(“)) 14 (4.24)

r2 dr dr rdr?

Agora podemos substituir o termo da Equacdo (4.24) em (4.23) e considerar também o

Laplaciano de fora do paréntese em coordenadas esféricas, assim teremos,

2 2
L [r (Ld—(m)>} — 4nGa’. (4.25)

rdr? 2ar dr?
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Note que a equagdo acima pode ser simplificada ainda mais, entdo,
1d>[ 1 d?
rdr? | 2ar dr?

Ainda seguindo a notagdo de [10], vamos adotar 4G = 1. Assim,

(ra)} = 4nGa’. (4.26)

1d*> [ 1 d?
rdr? | 2ar dr?

Observe que essa € uma expressao complexa e dificil de resolver. No entanto, vamos partir

(ra)} =a’. (4.27)

para as derivadas e simplificar esta equacdo. Passo a passo, temos:

* A primeira derivada,

d
pp (ra)=a+rd. (4.28)
* A segunda derivada,
d (d d
pp (E(m)) = E(a +rd) =2d +rd". (4.29)

Agora podemos substituir a equacio obtida em (4.29) na Equacgdo (4.27), que fica,

rar | 2ardr

Simplificando todas as derivadas, encontramos a seguinte relagao,

2
Ld [ L d (a+ra/)} =d’. (4.30)

1 a// r a/// 7 a// a/ 2 a// a/ a/2 2 a/3 a// a/2
S(—+—- - st ——+ =+
1’2 ( a a a2 612 a2 a3 a a2 (4 31)
N r a/// N r2 a//// r2 a/// a/ r a// a/ r2 a/// a/ r2 a//2 N r2 a// alz ) )
J— J— J— J— =da
a 2a 242 a? 242 242 a3 ’

podemos ainda, eliminar alguns termos da Equacgdo (4.31), entdo,

(4.32)

r 2a_a2+a a2_2a2+a3+a3

1 < r2 a r2 ad"d 2ra’" drd" d rz a//2 2 a/3 r2 a’ a/2 ) 5
— — =dad
2 b

note que tem 1/r? multiplicando o lado esquerdo da igualdade acima, fazendo essa simplifica-

cao,

a//// a/// a/ 2 a/// 4 a// a/ a”2 2 a/3 a// a/2 )

=a’. (4.33)

2a a? ar ra? 2a%  rad a3

"

Multiplicando toda a Equacao (4.33) por 2a e isolando @™, vamos obter,

44" 24" d 8d"d a//2 4 a/3 24" a/Z
d" =2a°— —+ + . (4.34)
r a ra a ra
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Esta € uma equacdo diferencial de quarta ordem e ndo foi resolvida analiticamente e sim,
numericamente. Iremos modelar este objeto matematico, chamado de politropa quantica, por
meio da solucdo numérica de sua equacdo de estrutura (4.34).

Vamos considerar primeiro as seguintes condi¢des. Do ponto de vista numérico, podem
aparecer divergéncias se a varidvel r é tomada na origem, em r = 0, entdo podemos considerar
um valor pequeno (dentro do intervalo dos valores assumidos) préximo de zero rp, usaremos
ro = 0,01. Na prética, a condi¢do inicial para a densidade central serd normalizada e, portanto
a(rg) = 1. Para todos os casos vamos considerar a’(ry) = 0, pois préximo da origem a densidade
¢ constante. Acabamos por perceber que a forma da curva obtida depende do valor inicial
a"(ro) para Figura 4.1 e a"”'(rp) para Figura 4.2. Com isso, as curvas das figuras que serdo
apresentadas, representam diferentes valores para suas derivadas, assim como mostrados nas

legendas das figuras. Do mais, estudaremos os seguintes casos para os valores dos parametros:
e a(rg)=1, d"(r9) =0 (Figura4.1).

e a(rg)=1, d"(r9) =—2. (Figura 4.2)

a(ro) =1,d' (r0) =0e d"(ro) =0

1,00 I I T I I T T T T
a"(r())
r=2,704 ——-06
0,75 5 i
r=0,917 ——-4
T 050 -
a
0,25 | -
0,00 |- - - =
1 M 1 M 1 1 1 M 1 1 1 1 1

0,0 0,5 1,0 1,5 20 25 3,0 35 40
r(u.a.)

Figura 4.1 Perfil das solucdes para p(r) = a*(r) em funcio da varidvel radial r para diferentes valores

de a”(rp). A fungdo p(r) foi normalizada na origem.
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Note que a medida em que a a”’(rg) vai ficando cada vez mais negativo, menor € o raio
da Politropa Qudntica. Observe que a densidade p(r) chega a zero e sobe um pouco antes de
retornar a zero, i1sso acontece para todos os casos da Figura 4.1.

Na Figura 4.2 iremos utilizar outros valores para a condi¢do de contorno. Desta vez vamos

plotar diferentes valores para a”’ (ry).

a(ro) =1,d'(r0) =0ed" (r)) =—2
1,00 - .
a!ﬂ(rﬂ:}
r= 1,408 84
0,75 | 0 .
r=1,218 [——-84
T 050} )
Q
0,25 | .
0,00 |- pp————
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

r(u.a.)

Figura 4.2 O comportamento desse grafico difere do caso da Figura 4.1, no entanto, o comportamento
da densidade se repete pois, ela chega a zero, cresce um pouco e retorna a zero. Note que a medida em

que 0 a”(rp) diminui, o r também diminui.
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CAPITULO 5

Anisotropia em um Sistema Fisico

A quantidade de eventos fisicos que dao origem a anisotropia € muito grande. Como j4 dito,
esse desvio de isotropia local pode acontecer tanto em regimes de baixa densidade como em
alta densidade [14]. Desta maneira em um sistema bastante denso, processos de transi¢cdes de
fase podem acontecer durante o colapso gravitacional [15]. Por exemplo, transi¢des de fase para
um estado condensado de pions de uma estrela densa podem suavizar sua equacio de estado e
proporcionar uma enorme liberacao de energia afetando o que chamamos de evolugdo das con-
figuragdes de colapso [16]. Por volta dos anos 70, Sawyer e Scalapino [32] evidenciaram que,
devido a geometria dos modos ™, distribui¢des anisotropicas de pressdo poderiam ser consi-
deradas para descrever a configuracdo de fase de anas-brancas. Uma informacao importante é
que configuragdes anisotrépicas de estrelas de néutrons foram estudadas por Jones [33], Easson
e Pethick [34]. A anisotropia local de matéria pode ser representada por um objeto de nucleo
s6lido, considerando também a presenca de um superfluido do tipo P ou simplesmente uma
estrela de bésons ! [29].

A viscosidade pode ser considerada como outra fonte de anisotropia. Um exemplo disso € o
aprisionamento de neutrinos 2, que acontece quando a densidade central é da ordem 10'2g/cm?
[35]. Por causa da dinamica e da alta densidade de energia desses neutrinos em questdo, seu
nimero de Reynolds radiativo Rer € pequeno [36], o que torna o nucleo viscoso. Barreto
e colaboradores [37] apresentam alguns cédlculos numéricos para a anisotropia causada pela
viscosidade de um fluido.

Agora podemos considerar um sistema de baixa densidade com anisotropia local, como, por
exemplo galdxias esféricas, as mesmas apresentadas por Jeans [38]. Elas sdo criadas por uma
distribuicdo de velocidade anisotrépica. Neste caso € usual assumir uma configuracdo esférica
sem colisoes, pois ndo apresentam fluxo de velocidade liquida e as dispersdes de velocidades

azimutal vy € polar Vg sdo iguais. A velocidade radial v, pode ser dada por,

(vg) = (vg) = (v;) =0, (5.1
() = (vg) = (1 —A)(v7). (5.2)

r

'E um objeto astrondmico hipotético previsto no campo da fisica de particulas e da relatividade geral. Propde-se

que seja composto principalmente de bésons, que sdo uma das duas classes fundamentais de particulas na natureza.
ZRefere-se ao processo pelo qual os neutrinos interagem com a matéria e sio efetivamente "presos”dentro de

um ambiente astrofisico denso, como o niicleo de uma estrela em colapso ou o inicio do universo.
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Em que os brackets denotam as médias da distribuicdo de particulas, e A < 1 € um parametro
que mede a distribuicdo de anisotropia de velocidades. Para A = 1 sé existiriam orbitas radiais.
O caso isotropico corresponde a A = 0 enquanto que se A — —oo as Orbitas seriam puramente
circulares.

No equilibrio hidrostético, um gés sem colisdes pode ser descrito pela equacdo de Jeans
[38].

P, Gm_ 2A()P,
dr r2p ro

Essa equagdo é obtida multiplicando a equacdo de Boltzmann-Vlasov pela velocidade e

(5.3)

integrando sobre todas as velocidades. As quantidades fisicas P,,p,m e G sdo respectivamente,
pressao radial, densidade de massa, massa interior e constante gravitacional. A Equagao (5.3) é
apenas uma equacao de equilibrio de fluido anisotrépico [39], € podemos escrevé-la na forma,

dP, Gm 2
—FP+(PL=P), (5.4)

dr 2

em que P, é a pressdo tangencial e A(r) pode ser escrito na forma,

Alr)=———. (5.5)

P =pu?), (5.6)
P, =p(vd). (5.7)

Essa € uma descri¢c@o da anisotropia local em um sistema sem colisdes que foi considerada
por [40]. Como, por exemplo no caso particular de halos galdcticos de matéria escura fermi-
onica, o momento angular de neutrinos fluindo para um halo esfericamente simétrico deve ser
conservado, levando assim a distribui¢cdes de velocidade anisotrépicas [41]. No caso de um sis-
tema em rotacao, o limite de rotacdes lentas equivale a pequenos desvios de simetria esférica.
Isto nos leva da equacdo de equilibrio hidrostatico em primeira ordem para a equacao equilibrio

para fluidos em configuragdo anisotrépica [8]. Com isso,
VP =—pVd+¢, (5.8)

onde V € o operador gradiente em trés dimensoes, P € a pressao total, ¢ € potencial gravitacional
e ¢ € o vetor de acelerac@o centrifuga. Em coordenadas esféricas o componente desse vetor é

dado por,

2
q:§&mpim (5.9)
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2 aLz

. 1
cg = ®’rsinOcosd = —gm

Aqui introduzimos o segundo polindmio de Legendre L, (0) = %(3 cos?’0—1) e @ é a velocidade
angular.

Em seguida, vamos expandir a Equacgao (5.8) em torno da simetria esférica dividindo todas
as func¢des escalares em uma parte esfericamente simétrica e uma que € proporcional ao segundo

polindmio de Legendre,

P(r,0) = Po(r) + P2(r)L2(8), ¢ =00+ dals. (5.11)

Com seus moédulos,

|P| < Py, 02| < do. (5.12)

Entdo, para a parte esfericamente simétrica obtém-se,

— = —po——= + =pow?r. (5.13)
r r

A partir desta ultima equacao, que a situagdo € formalmente a mesma de um fluido aniso-

tropico com,

1
P —P = gpo(l)zrz- (5.14)

Note que as partes esfericamente simétricas nao sao idénticas as fung¢des correspondentes
do caso ndo rotativo. Isso pode ser visto no fato de que a aceleracdo centrifuga tem uma corres-
pondente esfericamente simétrica [14], veja a Equacao (5.9).

Se pensarmos em dois modelos de fluidos (viscoso e rotativo) no mesmo objeto fisico, isto
nos permitird verificar a anisotropia fracionéria desse objeto, que é semelhante ao caso de uma
estrela de néutrons, devido a grande quantidade de prétons e elétrons que € necessdria para
estabilizar a matéria de néutrons contra o decaimento [ [42].

Para finalizar esse topico, vale a pena dizer que um exemplo bem interessante de um sistema
de dois fluidos é dado pelo superfluido He II 3, dentro da teoria de Landau [43]. A teoria nos
mostra que o objeto fisico se comporta como se fosse composto por dois fluidos misturados,

sendo um deles um superfluido e o outro um fluido normal.

3E um fascinante estado quantico da matéria que ocorre quando o hélio II é resfriado a temperaturas extrema-
mente baixas préximas do zero absoluto. Nessas temperaturas, o hélio II passa por uma transi¢io de fase e entra

em um estado conhecido como fase superfluida.
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5.1 Os critérios de Jeans para a anisotropia de matéria

Podemos afirmar que pequenas anisotropias locais podem gerar alteracdes na estabilidade
do sistema. Agora vamos estender o critério de instabilidade de Jeans * para fluidos que podem
produzir anisotropia em sua evolucdo [14]. Iremos considerar um problema de uma esfera
isotérmica de raio R, envolvida em um meio de pressdo P > (0. Esta esfera é formada por
um fluido de matéria anisotrépica que possui uma pressao radial P, que cai para P, = P na
superficie. Como estamos tratando de um problema de uma esfera que possui simetria esférica
em relacdo ao seu centro, entdo ndo devemos nos preocupar com a evolugdo fora dessa esfera,
j& que o campo gravitacional fora dela ndo vai influenciar no seu interior [14].

Vamos seguir esse estudo a partir do teorema virial. Sendo assim, primeiro vamos derivar
esse teorema para o caso anisotropico. A fim de comparac¢ao, podemos derivar a massa de Jeans
para sistemas isotrépicos e em seguida faremos o mesmo para massa anisotropica [38]. Logo a
frente iremos apresentar uma discussao interessante sobre duas possiveis fontes de anisotropia

em um gas estelar.

5.1.1 Teorema Virial

Podemos iniciar com a equagdo de equilibrio hidrostatico para uma distribui¢do esferica-
mente simétrica de um fluido anisotrépico [39], que chamamos de limite newtoniano. Podemos

multiplicar (5.4) por 4mr> e integrar nos intervalos [0,R]. Com isso, teremos,

Rap, 5 3R R 2
dn | —r’dr=4n[P.r’)y —12n | Prodr,
0o dr 0

M p,
— 4nR3PL(R) -3 / S, (5.15)
0

onde M € a massa total contida dentro da esfera de raio R. Podemos ainda utilizar,

dm
dr = . 5.16
"7 (>-16)
A Equacao (5.4) se tornard,
Mp My R
4TRIP,(R) — 3/ T am— —G/ ™ im + 8n/ (P, —P)Fdr. (5.17)
o P 0o r 0
Chamamos de energia gravitacional E; a quantidade,
M
E,= —G/ ™ im, (5.18)
0o r

“Descreve as condi¢des sob as quais uma nuvem de gds entrard em colapso e formara uma estrela. O critério é

baseado no equilibrio entre a forga gravitacional que atrai o gés e a pressdo do gas que tenta se expandir para fora.
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A energia interna E; €,

M
Ei— / udm, (5.19)
0

onde u € a energia interna por unidade de massa. Para uma equacdo geral de estado, podemos

definir a quantidade C por,

Cu =3P, /p. (5.20)

Temos que assumir que { é constante em toda a esfera. Substituindo as Equagdo (5.18) e

(5.19) na Equagao (5.17) encontraremos o teorema virial para um fluido anisotrépico,
R
E;+(E; = 4nR’P,(R) — 87 /O (P, —P)rdr. (5.21)

5.1.2 Massa de Jeans Isotrépica

Neste topico seguimos a abordagem feita por Kippenhahn e Weigert [8]. Para uma con-
figuracdo isotrépica temos que P, = P = P. Vamos considera uma esfera isotérmica de raio
finito R, envolvida em um meio de pressao P* > 0. Neste caso uma solu¢do da equacio de
Lane-Emden para um politrépio isotérmico pode nos fornecer a estrutura da esfera. A solugdo

se encerra onde a pressdo P cai até a pressdo superficial P(R) = P*, temos portanto,

E,=-0G—-, (5.22)
onde ® é um fator de ordem um que é obtido a partir da integra¢do da equagao de Lane-Emden.
A energia interna E; da esfera € dada por,

El = CUMT7 (5'23)

onde ¢y € o calor especifico a volume constante e 7 a temperatura. Para o meio isotrépico que

preenche a esfera, o teorema do virial, Equacdo (5.21), sera,

E, = (E; = 4TR*P(R). (5.24)
Nesta expressao,
P
Cu= 36. (5.25)

Assumimos que este meio € descrito por um gds monoatomico ideal, entdo,

C:27
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30
=50

onde Q € a constante do gas e u o peso molecular médio adimensional. A Equacdo (5.24)

(5.26)

Cy

combinada com as equacdes (5.22),(5.23) e (5.26) torna-se,

OGM? 3QMT
P(R) = - 4AmR4 * AmuR3

No lado direito, o primeiro termo da Equacdo (5.27) € a pressdo que ocorre devido a auto-

(5.27)

gravidade da esfera que levaria ao seu colapso, e o segundo termo € a pressdo interna do gés
tentando expandir a esfera.

Fixando os valores de ®,M e T podemos ver na Equagdo (5.27) como P depende de R,

_ 46GuM

= 5.28
m 90T (5.28)
Para uma esfera de raio R,,, podemos escrever sua massa como,
4 5
M(Ry) = STR,p, (5.29)

onde p € a densidade média, e substituindo a Equac¢ao (5.29) na Equagao (5.28) obtemos,

»  21QT
" 16mOGup

Aqui podemos apontar as diferengas entre as equacdes (5.28) e (5.30). A primeira equacao

(5.30)

temos uma relacao clara entre o raio e a massa, mostrando que a pressao possui um maximo.
J4 a segunda, define um raio de uma dada configuracdo, embutida em um meio de pressao
P*, onde o valor em um momento vai coincidir com o valor critico dado pela Equacdo (5.28).
Vamos avancar um pouco e realizar uma pequena compressao na esfera com o raio dado pela
Equacao (5.30). Sendo M constante, fica claro que a densidade aumenta. Logo, o raio da esfera
ficard menor que o raio critico dado pela Equacdo (5.28), ou seja, nosso sistema passa a ser
instavel.

O critério de estabilidade é dado pela defini¢do da massa de Jeans,

CdAn o 27 3\ QT \¥* 12
w=Trp=1(2) (6as) (5) 30

Considerando T = 102 K, u =1 e p = 10~ >*gem ™3 tipico para as condicdes em nuvens
interestelares de hidrogénio neutro, e Q = 8,3 x 10’ dyn cm K~ !g7! G = 6,67x 1078 dyn
em?g™2, M, = 1,989 x 1033g e ® < 1, obtemos,

0,36

= o X 10°Me. (5.32)

M;
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Percebemos que apenas massas da ordem igual ou superior a 10°M, se mostram capazes
de colapsar devido a condicao de instabilidade de Jeans. Isto levanta a seguinte questao, como
€ possivel, estrelas se formarem no meio interestelar? Bem, podemos imaginar que uma nuvem
que excede a massa de Jeans, no processo de colapso, ela vai fragmentando e esses fragmentos

se tornam instdveis e colapsa muito mais rapidamente do que a prépria nuvem [14].

5.1.3 Massa de Jeans Anisotropica

Para estudar este caso de pressodes anisotropicas e sua instabilidade, podemos fazer o mesmo
que no caso Isotropico, mas assumindo que P, € diferente de P, . Entdo, como no caso anterior,
vamos considerar uma esfera isotérmica de raio finito R, envolvida em um meio de pressdo
P* > 0. Podemos dizer também que a estrutura da esfera pode ser obtida a partir da equacio
de Lane-Emden. Mais uma vez encerramos a solu¢do em um certo raio, em que P, cai para
P,(R) = P* na superficie. Sabemos que para a energia gravitacional e energia interna temos as

mesmas expressoes, Equacdo (5.22) e Equacdo (5.23), em que,

L =3P./p. (5.33)

Assumimos que as relacdes termodinamicas bésicas sdo as mesmas para o gas ideal local-
mente isotropico. Seguindo o mesmo raciocinio, observamos que, neste problema em particular,
a origem da anisotropia local ndo se encontra em uma mudancga de fase especifica, mas em al-
guns agentes externos, como em um campo magnético ou em uma rota¢do residual da nuvem
[14].

Agora, para este meio preenchendo a esfera, obtemos do Teorema do Virial e da Equacao

(5.21) com as Equagdes (5.22), (5.23) e (5.33), a seguinte expressao

OGM? N 3QMT N 2
ATR*  4muR3  R3

Observamos na Equacgdo (5.34) se a contribui¢do liquida do termo devido a anisotropia da

R
P(R) = /0 (P, —P,)r*dr. (5.34)

esfera (P, — P,), é positiva ou negativa. Para evitar singularidades em r = 0 nosso sistema tem
que se comportar como,
. P —P
lim % =0. (5.35)

r—0

Vamos seguir a abordagem feita por Cosenza e colaboradores [44]. Assim, assumiremos

como exemplo,

P, — P, =CR", (5.36)

onde C e N > 1 sdo constantes. A Equacgao (5.34) corresponde a,
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OGM? LoMT 2CRV
4TR*  27mR3  N+3°
Com a defini¢ao da Equagao (5.28) para R,,, podemos introduzir a varidvel adimensional,

P.(R) = (5.37)

x=R/Ry, (5.38)

0 que nos permite reescrever a Equacao (5.37) como,

1 1
Pn) =5 g ) +BY (539)
sendo que,
o= OGM? /TR (5.40)
B=2CRYN/(N+3). (5.41)

Esté claro que para = 0 recuperamos a Equacdo (5.27). Agora, fixando o valor de ®,M e
T podemos ver, na Equacdo (5.39), como P varia de x ou R. Os pontos estaciondrios da Equacao
(5.39) sao dados por,

dx 1

Em seguida, analisamos o comportamento de P,(x) apenas para pequenos valores de /0.

b _ o (1 x4 %BXN+4> 0. (5.42)

5.1.4 Sobre a possivel origem da anisotropia

Antes de tentar focar apenas nas possiveis causas da anisotropia, podemos de inicio des-
cartar a anisotropia causada por sistemas altamente densos, ja que, como € o caso de muitas
estrelas, estamos trabalhando em objetos com densidade de massa relativamente baixa [45].

Neste caso especifico, dada sua baixa densidade, podemos listar algumas possiveis causa
para a anisotropia, como: um campo magnético no plasma; interacdo entre dois gases (por
exemplo, hidrogénio ionizado e elétrons) que € um fluido anisotrépico [46]; rotacdo lenta da
nuvem inicial; distribuicdo de velocidades em um sistema sem colisdes (por exemplo, halo
galacticos de matéria escura fermidnica) [41] e fluxo de radiagdo liquida entrando e saindo da
nuvem de origem.

Seja o exemplo de rotagdo lenta, que € um exemplo de dispersao de velocidade anisotrépica.
De fato, como ja foi abordado em tépico anteriores, as equagdes hidrodinamicas podem ser
expandidas em torno de partes esfericamente simétricas e uma que € proporcional ao segundo

polindmio de Legendre [14]. Desta forma, temos para parte esfericamente simétrica,



5.1. OS CRITERIOS DE JEANS PARA A ANISOTROPIA DE MATERIA 35

dP. 2
__anap + Zpw?r. (5.43)
r 3

dr

E ébvio que a partir da Equacdo (5.43) a situagdo é formalmente a mesma de um fluido

anisotrépico com,

1
P —P = gpu)zrz. (5.44)

No entanto, ¢ importante notar que a estrela rotativa € suportada pela pressdo do fluido
isotrépico, que € o caso mais padrao.

Vamos assumir que o sistema € homogéneo e rigidamente rotativo. Observamos que a ani-
sotropia causada pela rotagdo lenta ¢ do mesmo tipo que a considera no exemplo da Equacao
(5.36),onde N=2eC=pw?/3>0. ParaB/a=10""e M =10°M,, 0@ =1,p = 10"**gcm 3,
T =10%K podemos calcular o a partir das Equacdes (5.44), (5.40), (5.41) e (5.28) obtemos,

o~ 10 P51, (5.45)

Coincidentemente, este valor é da mesma ordem de magnitude da velocidade angular do
nosso Sol em torno do centro da nossa Galaxia [14].

Podemos encerrar este topico enfatizando que ndo estamos interessados em mostrar a ori-
gem especifica da anisotropia, mas apontar a variedade de circunstancias e cendrios em que se

sabe que o perfil de desvio de isotropia local aparece.

5.1.5 Algumas consideracoes

Como o previsto no tépico no capitulo anterior, sobre as instabilidades que aparecem a partir
da anisotropia de pressdo local, o critério de instabilidade de Jeans € fortemente modificado por
desvio de isotropia local [14]. A origem dessa mudanca dependerd basicamente da natureza da
anisotropia em questao.

Logo acima, abordamos um exemplo em que o aparecimento de uma faixa de instabilidade
pode ser compreendida pela inspe¢do da Equacao (5.37) que C > 0. Isso fica claro se supomos
que o segundo termo ao lado direito da Equagdo (5.37) é consideravelmente menor que os outros
dois termos, tornando ¢y, € T muito pequenos. Entdo a derivada radial do termo gravitacional
e anisotropico, tomada no ponto R. é positiva. Obviamente que sistemas de massas pequenas
seriam instaveis se apenas o segundo termo da Equacgdo (5.37) for arbitrariamente pequeno.
N3ao encontramos configuracdes estdveis se este termo se anular.

Nés apontamos alguns desvios de isotropia local, e falamos um pouco da importancia de

seu aparecimento, que acontecem nos processos evolutivos da nuvem interestelar original.
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CAPITULO 6

Politropa Anisotropica

Iremos dedicar esse capitulo para apresentar em mais detalhes a Politropa Anisotropica.
Seguiremos utilizando a mesma abordagem feita por Herrera e Barreto [47].

No contexto da gravidade newtoniana, as equacgdes politropicas de estado sdo particular-
mente tteis para descrever uma grande variedade de situacdes, como, por exemplo: esferas
gasosas politrépicas [8], ndcleos estelares em colapso [48], politropas girando lentamente [49],
etc. Seu sucesso € decorrente principalmente da simplicidade da equagdo de estado e da equa-
cdo resultante (Lane-Emden), sendo a equagdo principal neste tipo de estudo [47]. Vale ressaltar
que Politropas no contexto da relatividade geral foram consideradas por Tolman-Oppenheimer-
Volkoff [50] e [51], e sua estabilidade estudada por Bludman [52]. No entanto, neste trabalho
restringimos a andlise as Politropas Newtonianas.

A equacdo de estado politrépica pode ser escrita na forma,

P=Kp'ti/n, 6.1)

que é a mesma Equacdo (4.9) apresentada no capitulo IV, onde P, p e n denotam a pressdao
isotropica, densidade de massa (barionica) e o indice politrépico, respectivamente.
A equacdo de estado politropica pode ser usada para modelar dois tipos diferentes de situa-

coes, que sdo elas:

* Quando a constante politropica K € fixa e pode ser calculada a partir de constantes na-
turais. Este € o caso de um gés completamente degenerado no estado ndo relativistico
(n =3/2) e no limite relativistico (n = 3). Politropas deste tipo sdo particularmente tteis

para modelar objetos compactos, como ands brancas.

* Quando K € um parametro livre, como, por exemplo, no caso de um gés ideal isotérmico

ou em uma estrela completamente convectiva.

Se permitirmos que as pressoes principais (radial e tangencial) sejam diferentes, a equagao
de equilibrio hidrostitico em coordenadas esféricas pode ser escrita na forma,
dP;, dd 2

= —— —-A 6.2
dr drp+r ’ 6.2)

onde a quantidade ® é o potencial gravitacional e A= P| — P, é o termo de anisotropia, em que

P, e P, denotam as pressdes radial e tangencial, respectivamente. Este é o limite newtoniano
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da equacdo generalizada de Tolman-Oppenheimer-Volkoff para um fluido anisotrépico. [12].
Vale a pena mencionar que devido a simetria esférica do sistema, apenas duas quantidades de
origens distintas podem diferir, Py = Py, = P, que difere de P,.
Retornamos a equacio de Poisson,
1d [ ,dP
r2dr (r dr

onde G denota a constante gravitacional. Considerando que o fluido satisfaz uma equacdo de

) = 47Gp, (6.3)

estado politropica para a pressdo radial P,, entdo combinando as equacdes (6.1) e (6.2), obtemos

id 2
YKp? '’ = —p—+4A, (6.4)

em que 1+ 1/n =1. Portanto, dois casos diferentes podem ser considerados a partir de agora:

Yy#ley=1.

* Para o caso 7 # 1 podemos integrar a equagdo acima entre qualquer interior de r, o que

nos da,

2A
®=F(r)—K(1+n)p"", F(r) :/ L 6.5)
0or
A densidade p, agora pode ser escrita da seguinte forma,
(@—F) |
=|—"] . 6.6
{—K(n +1) ©.6)
Podemos introduzir uma varidvel nova,
4G
— 2 n—1
=or, 0 =—""—"7[(P.—F . 6.7
Z r, (n—l—l)"K”[( c c)] ( )

O subscrito ¢ € obtido em r = 0. Agora iremos fazer uma relagdo que estabelece conexao

entre a densidade e o potencial,

1/n d_F

onde, como antes, o subscrito ¢ indica que a quantidade é avaliada em r = 0, a equagao

estendida de Lane-Emden pode ser escrita como,

d*’X 2dXx

X-Y)"=0, 6.9
dz2 zdz+( ) ©9)

onde,

(6.10)
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* Agora podemos considerar o caso isotérmico, que corresponde a Yy = 1, a Equacgdo (6.4)

torna-se,

d(I)__ —-14/ %
= Kp p+rp. (6.11)

Integrando a Equacdo (6.11), obteremos uma densidade do tipo,

p = pee /K (6.12)

onde o potencial foi considerado zero em r = 0 e F ja foi definido em (6.5) (com seu

limite inferior). Entdo a equacdo de Lane-Emden correspondente torna-se,

d*’X 2dx v
I e 6.13
a2 zdz  ° (©6-13)
agora, com as seguintes relacdes,
4G
t=ar e o2=—2P (6.14)
K
podemos dizer entdo,
F >
X=— =—. 6.15
X +w X ( )

E 6bvio que, para prosseguir com a modelagem deste objeto, isto é, integrar as equacdes
(6.9) e (6.13), € necessario prescrever a anisotropia especifica do problema A. Tal informacao,
depende do problema fisico especifico em consideragdo. Mas em vez disso, serd utilizada um
ansatz que j4 foi aplicada na modelagem de estrelas anisotropicas relativisticas [53], cuja prin-
cipal virtude (além de sua simplicidade) € o fato de os modelos obtidos estarem conectados com

o0 caso isotrépico quando tomados os limites apropriados.

6.1 Ansatz para Politropa Anisotropica
A fim de obter modelos especificos, serd adotada a versao nao relativistica do procedimento

usado em [44], que permite obter solucdes para matéria anisotrépica a partir de solu¢des conhe-

cidas para matéria isotropica. Adotaremos,

Ac=Cfip P+ P, (6.16)
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onde C € um pardmetro que mede a anisotropia. A fung¢@o f(p, ) € o nimero N devem ser
especificos para cada modelo. Considerando P, — 0 (como no caso da Politropa Quantica),

teremos a expressao,

A=Cfipr". (6.17)

Para N > 1 a Equacdo (6.17) satisfaz a condi¢dao de contorno da Equacgao (5.35). Substi-
tuindo a Equacdo (6.17) em (6.5),

—/2Cf dr = /2Cf N lar. (6.18)

Podemos derivar a expressao acima e relaciond-la com (6.5). Isto nos retornard uma equacao
da seguinte forma,
do

1
for™ = (6.19)

De acordo com Herrera e Santos [14], podemos apresentar trés solugdes para a fungdo fp, ):

* Bowers e Liang [39],

fey="—"=.- (6.20)

A Equacdo (6.20) é normalmente usada quando consideramos que parte da anisotropia € indu-
zida gravitacionalmente.

Uma configura¢do de equilibrio existe para todos os valores de (M/R) tal que a pressdo
central P, é finita. Para situacdo critica ou podemos chamar de modelo critico, o valor de

(M /R) tal que P, torna-se infinito, podemos escrevé-la,

2—£
(2M/R)eri =1~ (%) , 6.21)

em que M = m(R) é a massa contida em qualquer regido dentro do raio R da estrela, a constante
£ =3C/2. Vamos exigir que £ < 1, portanto C < 2/3, pois na condi¢do em que C > 2/3 a pres-
sdo tangencial P| se torna maior que a pressdo radial P,.. Para uma discussdo mais aprofundada

sobre essa questdo, consultar [14] e [39].

¢ Floridis [54],

1-3
fie.y =P (%) : (6.22)
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A equacgdo acima pode ser interpretada como a densidade em um sistema auto-gravitante de
muitas particulas movendo-se em O6rbitas circulares de orientagdo randdomica (aglomerado de

Einstein).

e Di Prisco [55],

1= (1—p)? h/Z_Hh/z
firny = [h 2( i 21h/2” (6.23)
32— [1— (1 —p)r?]

ondeu=1-2M/Reh=1-2C. Note que se C = 0 (caso isotrépico), temos h=1ese C=1/2

a constante A se tornara 0.

Com isso, temos uma estrutura geral para modelar politropas na presenca de pressdo aniso-
tropica. Contudo, devemos enfatizar que tudo o que foi feito por Herrera e Barreto [47] requer
simetria esférica, pelo menos como uma aproximacio. E possivel que esta simetria possa ser
quebrada por um forte campo magnético, tornando a distribui¢io anisotrdpica e nao esférica
[56]. Nesse caso o método apresentado aqui ndo se aplica. Para uma revisdo mais aprofundada

relacionada as estruturas gravitacionais anisotrépicas, consultar [57].
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CAPITULO 7

Politropa Quantica Anisotropica

Neste capitulo iremos trabalhar com o objeto fisico que denominamos de Politropa Quantica
Anisotropica. A partir da abordagem dos capitulos anteriores, iremos modelar um objeto fisico
que, ao nosso conhecimento, ainda nao foi estudado na literatura. Este objeto serd construido a
partir do objeto denotado de Politropa Qudntica, apresentado no capitulo I'V. Sera atribuido a ele
um certo grau de anisotropia, seguindo a construcdo do capitulo VI. Portando vamos verificar
como um grau de anisotropia A impacta a classe de solucdes encontradas por Heyl, Choptuik e
Shinkaruk [10].

Nossa estratégia € abordar o equilibrio hidrostético considerando o potencial efetivo ¢,r,
caracteristico da politropa quantica, mas com o termo adicional de anisotropia A. Portanto,

temos

VP = —pv¢ef+%A. (7.1)
r

Observando a Equacdo (7.1), podemos verificar alguns casos e visualizar o seu comporta-

mento conforme os limites forem considerados:

¢ CASO I: relembramos o caso classsico de equilibio hidrostatico (¢, = ¢,A = 0) onde, a

partir da segunda lei de Newton, escrita na forma

dv VP
—-__v 7.2

adota-se uma situagdo estacionaria, dV /dt =0, obtendo

VP = —pVo. (7.3)

Esta é a Politropa Newtoniana (sujeita a um potencial gravitacional ¢).

* CASO II: considerarmos ndo haver anisotropia no problema e que o objeto nao é uma
estrela (assim como na politropa quantica), pois assumimos que o gradiente de pressao €

nulo. Teremos entdo, P=A =0,

_ 1 o _
PV =0 o = [0 v wh)|p=0 7.4)
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V2 {ﬁvz(\/ﬁ)} = 4nG/p. (7.5)

Neste limite, o objeto fisico descrito € a ja conhecida Politropa Qudntica [10].

* CASO II: Como uma extensdo do caso anterior, podemos considerar que o termo de

anisotropia € ndo-nulo, ou seja, P = 0 e A # 0. Entéo,

1, 2,
—V {q)—mv (\/5)} p+-A=0. (7.6)

Este é o caso que nos interessa, pois aqui temos uma expressao com a presenga de um

potencial quantico e o termo de anisotropia de pressao.

7.1 Modelando o objeto: Politropa Qudntica Anisotrépica

Vamos aplicar o conceito de anisotropia as Politropas Quanticas. Estudaremos o objeto
Politropa Quantica Anisotropica, e obteremos solugdes numéricas para suas configuracdes de
equilibrio.

Tomando a Equagao (7.6), podemos reescrevé-la na forma,

\% {q)—ﬁv%\/ﬁ)} :%. (7.7)

Aplicando o divergente nos dois lados da equacdo acima, obteremos o Laplaciano dos po-

téncias,

V2 {q) — %Vz(\/ﬁ)} =V (%) : (7.8)

Vamos simplificar a Equacao (7.8). Com isso,

V2 [%Vz(\/ﬁ)} =V20+V (%) : (7.9)

Agora vamos fazer algumas relagdes que sdo convenientes para nossa expressao (7.9). Cha-

maremos /p = b e introduziremos a equagdo de Poisson,

2| 1 oo _ 2 2A
v {ﬁv (b)} = 47G|b| +V(rb2>. (7.10)

Adotamos 4G = 1. Com isso, a equacdo acima assumird a forma,

2 L2l 2 w28
v {va (b)] b _V(rzﬂ)' (7.11)
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Em coordenadas esféricas a Equacgdo (7.11) assume a forma,
1d>[ 1 d 1d (2rA
e —— b+ | -1 =— = ). 7.12
rdr? [Zbrdr( T )} rzdr< b? ) (7.12)
Para fazer o mesmo tipo de relacdo do capitulo IV, vamos multiplicar a Equacao (7.12) por
2b,

T ar |2rdr Par\»

Note que o termo no lado esquerdo da igualdade na Equacgdo (7.13) ja € conhecido do

2
2b d [ 1 i(b—i—rb’)} L _2bd (2m). a.13)

capitulo IV. Sabemos resolver esta equacdo numericamente quando o lado direito se anula.
Devemos, portanto, procurar solucdes desta equagdo contando com o termo de anisotropia do
lado direito. Por meio de uma comparagao direta com a equagao (4.34), tomando a — b, observe
que a expressdo acima se torna,

4b/// Zb///b/ 8b//b/ b//2 4b/3 2b//b/2

7/ 3 - -
b= e et e T e A

onde A, o lado direito de (7.13), € o termo de anisotropia. Se A for igual a 0, voltamos ao caso

(7.14)

da Politropa Quantica (4.34). Desenvolvendo A, temos,

2bd [(2rA 4b d (rA
A:__ R = — —_— . '1
r2 dr ( b? ) r2 dr (bz) (7.15)

Resolvendo a derivada da equagdo acima, obtemos a seguinte expressao,

4b (A rAN 2rAY

A= —

2

Introduzindo o termo de anisotropia, adotamos A = C f(r)ber , € aplicando essa quantidade
em (7.16),

4b A 2rCf N
A== (Cf(,)rN—Fr——L) . (7.17)

b? b
Observe que A" = C( f(’r)ber +2f ()bb' AT f(,)sz #M=1). Entdo a Equagio (7.16) assume

a forma,

4bC

A= — (7.18)
r

2 f(nb' PV
for + <f5r>’N“+—f(r) +f<r>NVN> -

2f(,)rN+1b’]
b

b

Vamos agora mostra a equagao completa inserindo (7.18) em (7.14), resultando em,
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4 b/// 2 b/// b/ 8 b// b/ b//2 4 b/3 2 b// b/2
m_ o 2 _ S
b Db ==+ — =t~

2f(nb' PNt
b

AbC (7.19)

21N
+— foyr" + | fo™ T+ G

+ f N | - ;

De fato, essa € a equacdo mais importante desse trabalho. Observe que € apresentada uma
derivada de quarta ordem e nao podemos resolvé-la analiticamente. Entdo, resolveremos esta
equacdo numericamente e compararemos com as solugdes obtidas na Ref. [10] onde ndo ha
anisotropia.

Ao resolver numericamente a equacdo (7.19), iremos considerar alguns casos especiais.
Primeiro vamos considerar a abordagem feita por Bowers e Liang [39] e assumir C < 2/3.
O valor C = 2/3 serd um caso limite. Em outra situacdo de interesse, vamos exigir que a
anisotropia desapareca na origem quadraticamente, entdo podemos considerar N = 2. Por fim,
podemos definir f(,) = 0,3, e notaremos que podemos mudar esses valores.

Para todos os casos, iremos assumir que b(rg) = 1, pois a fungdo de onda estd normali-
zada na origem e a primeira derivada b'(ro) = 0, pois esse € o caso padrdo. Claramente esses
parametros podem ser mudados e posteriormente veremos como as solucdes de equilibrio se
comportam conforme isso acontece.

Para ilustrar nossos resultados, apresentaremos, a seguir, cinco figuras. Utilizaremos as
legendas destas figuras para discutir seus resultados.

A Figura 7.1 mostra os perfis de densidades em funcdo do raio para o caso da Politropa
Quantica Anisotrdpica, comparados com os obtidos no capitulo IV para o caso da Politropa
Quadntica. Os tridngulos do grafico representam o caso com efeitos de anisotropia e as linhas
sOlidas para o caso sem anisotropia.

Os gréficos da Figura 7.1 apresentardo curvas para diferentes valores de b”(rg). Lembrando
que rp € um termo muito préximo de zero (dentro do intervalo dos valores assumidos) e ado-
taremos para seu valor 0,01, como foi feito para o caso sem anisotropia. Fixamos o valor de
b" (rp) = 0 para todos os casos apresentados na Figura 7.1.

O procedimento a seguir é determinar a solug¢do para b, ou seja, resolver a equacio dife-
rencial (7.19). Vamos notar que para um dos casos apresentados, a densidade p(r) assume
um comportamento fora do comum. Os valores de r, para diferentes casos, denotam os raios
das configuracdes politropicas sem anisotropia, deixando claro que os efeitos de anisotropia
acrescentam um certo grau de instabilidade no sistema, ou seja, R é sempre maior que r.

Para a Figura 7.2 vamos manter os mesmos valores para f(,), N e C. No entanto, fixa-
mos o valor de b”(rp), considerando diferentes valores para " (rp). Novamente, os tridngulos
representam o caso anisotropico e as linhas sélidas para o caso isotrépico.

Vamos partir agora para algumas mudancas em relacdo a constante N. Entao na Figura 7.3

podemos exigir N > 1, mesma abordagem feita por Herrera e Santos [14]. Percebemos que o
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b(ro)=1,b'(r0) =0 eb"(rg)=0
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Figura 7.1 Perfil de densidade p(r) com efeitos de anisotropia (tridngulos), comparados com o caso
isotrépico (linhas sélidas). Observe que o termo de anisotropia provocou pequenas mudangas para o raio

do objeto em relagdo ao caso isotropico, sendo que na linha dos tridAngulos azuis a densidade assume um
comportamento que foge do padrdo, pois ela oscila antes de chegar a zero.

aumento em N causa uma diminui¢do do raio da estrutura.

Na Figura 7.4 sero apresentados alguns valores de C < 2/3 (em um dos casos para C < 0),
e também para o valor principal adotado nesse trabalho, sendo o caso limite C = 2/3, conforme
descrito na legenda da Figura 7.4.

A discussdo para algumas das solu¢des encontradas na literatura para f,, foi feita no ca-
pitulo anterior. Contudo, vamos considerar trés diferentes valores para func@o f(,). O caso em

que f(,) = 0,3 ja foi considerado anteriormente. Podemos considerar agora f(,) = 0,9 e também

Jy = 1,7. A Figura 7.5 vai nos apresentar todos esses casos considerados.

45
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b(ro)=1,b'(r0) =0 eb” (rg) =-2
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Figura 7.2 Perfil de densidade p(r) com efeitos de anisotropia, para o mesmo pardmetro adotado na

Figura 4.2 para diferentes valores de b”'(ry). Note que a medida em que b (ry) vai diminuindo, o caso

anisotrépico se torna cada vez mais parecido com o isotrépico. Para b" (ry) = 84 o valor de R é cerca de

2% maior que r, para b (ry) =0, R é cerca de 1,3% maior que r e para b (ry) = —84 0 R é 1% maior

que 7.
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b(ro) =1,b'(ro) =0, b"(r0) =—2e b"’(r()) ={)
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Figura 7.3 Politropa Quéantica Anisotrdpica para diferentes valores de N > 1. Observe que préoximo da
origem, as linhas do grafico para todos os valores de N assumidos, se confundem, note também que o
raio R cresce com os valores de N mais préximo de 1. A diferenca entre o menor raio R(N =2,1) e o
maior raio R(N = 1,1) é cerca de 2,3%. A grande diferenca acontece apds as densidades chegarem em

zero, pois elas apresentam diferentes comportamentos.
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b(ro) =1, /(r0) =0, b"(r0) =—2¢ b"(rg) =0
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Figura 7.4 Nesse grafico utilizamos a condi¢do limite para C, os valores propostos por Bowers e Liang
[39], onde C < 2/3. Note que para o caso em que C é negativo, a densidade chega a zero e sobe
indefinidamente, evidenciando um comportamento fora do padrdo. Outra informagdo importante é que
no valor limite de C = 2/3 o raio é maior se comparado com os outros valores assumidos, cerca de 1,5%

se comparado com o menor raio R(C = —0,1).
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Figura 7.5 Para o nosso modelo em questdo, assumimos que f(,) = 0,3. A partir disso comparamos a
nossa abordagem com outros valores da fungdo f(,). Note que para os trés diferentes valores da fungéo
f(r)» 0s resultados sdo bem préximos, aparecendo uma certa diferenga apds a densidade p(r) chegar a
zero. Isso deixa claro que assumir qualquer um desses trés valores nao haverd muitas alteracdes nessa
estrutura, no que se refere ao decrescimento da densidade em fungéo do raio. O raio para o caso f(,) = 1,7

¢ cerca de 8,4% maior que o caso padrdao em que f(,) =0,3.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos como adicionar anisotropia de pressdao em sistemas politrépicos,
mais precisamente em um objeto denominado de Politropa Qudntica estudado na Ref. [10].
Essa modifica¢io, gerou um objeto novo que denotamos de Politropa Qudntica Anisotrépica.
As configuracdes de equilibrio deste objeto sdo fornecidas pela Equacdo (7.19) e, a partir desta
equacao, iniciamos seu estudo.

Os resultados obtidos para os perfis de densidade das configuragdes em equilibrio mostram
que, tanto no caso anisotrépico, assim como o caso isotrépico, o perfil de p(r) depende dos va-
lores de suas derivadas segunda e terceira assumidas na origem. Em todas as andlises adotamos
uma normalizagdo p(rg) = 1 e a primeira derivada p’(rp) = 0.

Também observamos que a presenga de anisotropia influencia o raio maximo da configura-
¢do e seu perfil de densidade p(r).

Primeiro observamos que para os casos das figuras 7.1 e 7.2, os raios dos objetos anisotro-
picos sdo maiores se comparados com o caso isotropico. Notamos também que isso acontece
para as densidades. No entanto, essa diferenca entre as densidades (anisotrdpica e isotrdpica)
€ relativamente pequena e s6 pode ser observada ap6s uma certa distancia da origem, pois pro-
ximo da origem a anisotropia desaparece. Uma observacao feita na figura 7.1 € que, deixando
a segunda derivada menos negativa a parte anisotropica passa a oscilar até p(rg) chegar a zero
definitivamente. Essa € uma configuragao instdvel, que nos mostra que a anisotropia, a partir de
uma determinada intensidade, traz problemas para a estabilidade do sistema.

Considerando os casos estudados nas figuras 7.3, 7.4 e 7.5, investigamos o impacto no perfil
de p(r) para diferentes valores da constante N, a saber, N =1,1e N =2,1. Com o valor N =2
a anisotropia desaparecesse quadraticamente na origem. Para o caso do parametro que mede a
magnitude da anisotropia C, nds adotamos a mesma condi¢do feita por Bowers e Liang [39],
onde C < 2/3. Adotamos a condi¢do limite onde C = 2/3 e consideramos esse valor para todas
as figuras com efeitos de anisotropia. Por fim, consideramos diferentes valores para a fungdo
J(r)» € o resultado foi uma alteragéo de 8% maior para o raio da estrutura.

Nosso principal resultado é que o aumento da anisotropia fornece configuracdes instaveis
para o sistema, ou seja, o perfil da densidade chega a zero, mas fica em uma constante oscilagdo,
isso € mostrado na Figura 7.1. Essa condi¢do ndo foi encontrada para o caso sem anisotropia da

Politropa Quantica [10].
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