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Resumo

A transicao de fase é um comportamento que ocorre diariamente em diversos sistemas
fisicos, por exemplo em ligas metélicas. Quando ha mudangas bruscas e descontinuas
nas propriedades termodinamicas do sistema, provocadas pela variacao continua de um
determinado parametro externo, temos uma transicado de fase de primeira ordem. Mas,
se houver uma continuidade em uma propriedade termodinamica e uma descontinuidade
em outra para a mesma transicao, entao temos uma transicao de fase de segunda ordem
ou continua. Portanto, podemos afirmar que os pontos de transicao de fase sao pontos
nao analiticos nas propriedades termodindmicas. O magnetismo é utilizado em muitas
aplicagoes tecnoldgicas, por isso é extremamente importante compreender como ocorre a
transicao de fase nos magnetos. Este trabalho tem o objetivo de estudar as transi¢oes de
fase de um modelo de material ferromagnético, chamado de modelo de clock de p-estados
2D, a campo externo nulo. Existe uma controvérsia na literatura a respeito da quantidade
e do tipo de transi¢oes observadas nesse modelo de spins, o que justifica o interesse em
seu estudo. Para descobrir quantas e os tipos de transicoes de fase observadas para os
valores intermedidarios de p, utilizamos o método de Monte Carlo e os zeros da funcao de
particao candnica, conhecido como zeros de Fisher. O método de Monte Carlo é usado
neste trabalho para obter a distribuicdo de Boltzmann. J& os zeros de Fisher sao utilizados
como uma ferramenta de analise que possibilita obter os pontos de transi¢ao. Nessa técnica,
as transicoes de fase sdo associadas a pontos de nao-analiticidade da energia livre, assim
sendo, podemos associa-los aos pontos onde a funcao de particao é igual a zero. A ideia
aqui € escrever a funcao de particdo como um polindmio, fazendo com que nossa tarefa
se resuma a encontrar as raizes desse polindmio. Como o grau do polinémio gerado pela
funcao de particao candnica é muito alto, utilizamos um método alternativo para encontrar
esses pontos sem a necessidade de realizar operagoes com polinomios de grau elevado.
Neste método, chamado de zeros reduzidos, os coeficientes do polinémio sao representados
pela distribuicao de Boltzmann. Logo, podemos estudar somente a regiao do espago dos
parametros termodinamicos proximo ao ponto de transicao. Além disso, desprezando os
estados com baixa probabilidade, conseguimos reduzir de forma significativa o grau do
polindmio e otimizamos a rotina computacional utilizada. Por conseguinte, mostramos que
para valores intermediarios de p o sistema apresenta duas transi¢oes de fase, uma na classe
de universalidade de Ising a baixa temperatura e outra do tipo BKT para temperaturas
mais elevadas. Contudo, a presenca de dois tipos de transi¢oes s6 é vista a partir de p = 5,
diferente de alguns resultados na literatura que apontam duas transicoes a temperaturas

finitas e distintas ja para p = 3 e 4.

Palavras-chave: Transicoes de fase. Zeros de Fisher Reduzidos. Ferromagnetismo. Modelo
de Clock de p-estados. Método de Monte Carlo.



Abstract

Phase transition is a behavior that occurs daily in many physical systems, for example,
metallic alloys. When there are sudden and discontinuous changes at system’s thermo-
dynamic properties, caused by the continuous variation of a certain external parameter,
we have a first-order phase transition. But, if there is a continuity in a thermodynamic
property and a discontinuity in another for the same transition, then we have a second-
order or continuous phase transition. Therefore, we can state that the phase transition
points are non-analytical points at thermodynamic properties. Magnetism is used in many
technological applications, therefore it is extremely important to understand how the phase
transition occurs in magnets. This work aims to study the phase transitions of an ferromag-
netic material model, called a 2D p-state clock model, with a zero external field. There is
controversy in the literature regarding the quantity and type of transitions observed in this
spin model, that justifies the interest in its study. To find out how many and types of phase
transitions observed for the intermediate p values, we use the Monte Carlo method and the
zeros of the canonical partition function, known as Fisher zeros. The Monte Carlo method
is used at this work to obtain the Boltzmann distribution. Fisher’s zeros, on the other
hand, are used as an analysis tool that makes it possible to obtain the transition points.
With this technique, the phase transitions are associated with points of non-analyticity of
free energy, thus, we can associate them to points where the partition function is equal to
zero. The idea here is to write the partition function as a polynomial, making our task
boil down to finding the roots from this polynomial. As the degree of the polynomial
generated by the canonical partition function is very high, we use an alternative method
to find these points without the need to perform operations with high degree polynomials.
In this method, called reduced zeros, the polynomial coefficients are represented by the
Boltzmann distribution. Therefore, we can study only the region of the thermodynamic
parameters space close to the transition point. Furthermore, disregarding the states with
low probability, we were able to significantly reduce the degree of the polynomial and
optimize the computational routine used. Therefore, we show that for intermediate values
of p the system presents two phase transitions, one in the Ising universality class at low
temperature and the other of the BKT type at higher temperatures. However, the presence
of two types of transitions is only seen from p = 5 onwards, unlike some results in the

literature that point to two transitions at finite and distinct temperatures for p = 3 and 4.

Keywords: Phase transitions. Reduced Fisher Zeros. Ferromagnetism. p-states Clock
Model. Monte Carlo Method.
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1 Introducao

Apesar dos fendmenos magnéticos ja serem conhecidos desde a antiguidade, o
estudo sistematico do magnetismo comegou somente no século XIX, tendo seu auge no
desenvolvimento da teoria eletromagnética. Contudo, o magnetismo s6 foi plenamente
compreendido com o desenvolvimento da Mecanica Quantica, ja no século XX. Hoje
em dia, os fendmenos magnéticos estao presentes em iniimeras aplicagdes tecnoldgicas.
Uma das aplicagoes mais importantes ¢ em meios de armazenamento de informacao.
Para a aplicacao de materiais magnéticos necessitamos de uma compreensao tedrica a
respeito dos mecanismos relacionados as suas propriedades, especialmente relacionado
com a temperatura. Logo, os métodos computacionais estao sendo amplamente utilizados
no estudo do magnetismo, pois permitem realizar experimentos virtuais (simulagoes) em

condi¢Oes que nao sao tao acessiveis a sistemas fisicos reais.

Outro fenémeno fisico de grande interesse e presente no dia a dia ¢ a transigao de fase.
Uma fase pode ser entendida como uma regiao do espaco de pardmetros termodinamicos
na qual o sistema apresenta propriedades fisicas homogéneas, pictoricamente representado
nos chamados diagramas de fase. Por exemplo, os intervalos de temperatura e pressao em
que a agua se apresenta no estado liquido (ou sélido, ou gasoso). A transi¢ao do sistema
termodinamico de uma fase para outra indica que ha coexisténcia entre as fases; por

exemplo, coexisténcia entre sélido e liquido (ou liquido e gés, ou sélido e gés).

Quando ha coexisténcia entre as fases dizemos que essa é uma transicao descontinua,
ou de primeira ordem. O termo descontinuo se deve a descontinuidade observada na entropia
em funcao da temperatura no ponto de transicdo. A diferenca de entropia dos estados
nesse ponto ¢ relacionada ao calor latente. Essa grandeza termodinamica ¢ a quantidade
de calor, fornecida ou retirada do sistema, necessaria para transformar uma fase em outra.
Se nao ha coexisténcia entre as fases, consequentemente nao ha calor latente, e dizemos

que essa ¢ uma transi¢ao continua, ou de segunda ordem.

Segundo o teorema de Mermin—Wagner [1] sistemas de duas dimensoes ou menos,
com interacoes de curto alcance, nao apresentam quebra espontanea de simetria em
temperatura finita. Ou seja, nao se observa uma ordem de longo alcance. Portanto, nao ha
uma transi¢do do tipo ordem-desordem em temperatura diferente de zero. O modelo XY
(ou rotor planar) satisfaz essas condigoes, porém apresenta uma fase quase-ordenada a
baixa temperatura em que a correlagao espacial entre os spins decai com a distancia por
uma lei de poténcia. Em altas temperaturas, essa correlacao decai exponencialmente, como
esperado para uma fase desordenada. Essa mudanca de comportamento caracteriza uma

transicao de fase a temperatura finita, esse novo tipo de transi¢cao é comumente chamado
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de transicdo de Berezinskii-Kosterlitz—Thouless (BKT).

Neste trabalho, o interesse é em estudar as transi¢oes de fase de um modelo de spin
bidimensional, chamado de modelo de clock de p-estados (p = 2,3,--+). O comportamento
de um filme fino magnético, em determinadas condigoes, pode ser compreendido através
desse modelo. Para p = 2 o modelo de clock se reduz ao modelo de Ising. Ja para p — oo,
ele se reduz ao modelo XY. Enquanto o primeiro apresenta uma transicao continua, na
classe de universalidade Ising, o segundo apresenta uma transicao BKT. Entretanto, ha
uma controvérsia na literatura a respeito da quantidade e dos tipos de transi¢oes observadas
no modelo de clock de p-estados. Alguns resultados indicam que a transicaio BK'T aparece
ja para p > 3. Contudo, ha trabalhos que apresentam duas transi¢coes a temperaturas

finitas e distintas para p =4 e 5.
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2 Sistemas Magnéticos

Embora alguns historiadores acreditem que as primeiras observacoes sobre mag-
netismo tenham sido realizadas pelos chineses por volta de 2000 a.C, algumas fontes
bibliograficas indicam que este fenomeno tornou-se conhecido pelos gregos antigos em
aproximadamente 800 a.C [2, 3, 4]. Em fungao disso, a descoberta do magnetismo e suas

primeiras aplicagoes nao possuem registros historicos precisos [5].

Existe também uma ambiguidade em relacao a origem do termo "magnetismo".
Alguns autores acreditam que ele deriva do nome da regiao onde foi observado, pela primeira
vez, o unico material naturalmente no estado magnético ja encontrado na natureza, a
magnetita (Fe30,). Essa regido seria a Magnésia, atualmente localizada na costa da
Turquia [2, 3, 5]. Porém, outras literaturas defendem que a origem do termo tenha sido
atribuida a um pastor de ovelhas, chamado Magnes. Ele teria observado inicialmente a

atragdo que uma rocha exercia sobre a ponta metélica de seu cajado [5].

No século XIII surgiram estudos significativos sobre o magnetismo, porém destaca-
se o trabalho realizado por Pierre Maricourt em 1269. Ele observou que ao colocar uma
agulha de ferro em diversas posi¢oes de um ima esférico natural, a mesma orientava-se
ao longo de linhas que passavam por dois pontos diametralmente opostos. Estes pontos
foram denominados como polos do ima. Entretanto, outras experiéncias constataram que
qualquer ima, independente de sua forma, possui dois polos (norte e sul) que exibem forgas
entre si de maneira andloga as cargas elétricas (veja a Figura 1). Isto é, polos de mesmo

tipo se repelem, enquanto polos diferentes se atraem [3, 4].

Estes nomes foram atribuidos aos polos por causa do comportamento de um ima
diante do campo magnético da Terra. Se considerarmos uma barra imantada suspensa por
seu ponto médio com movimento livre em um plano horizontal, esta gira até que seu polo
norte aponte para o polo norte geografico da Terra (polo sul magnético). J& seu polo sul
apontara para o polo sul geografico da Terra (polo norte magnético) [2, 3]. William Gilbert
ampliou esta experiéncia, em 1600, com outros materiais e constatou que, se consideramos
que uma agulha de bussola se orienta em dire¢oes preferidas, os imas sao atraidos pelas
massas terrestres. Mas, foi em 1750, utilizando uma balanca de torcao, que John Michell

observou que os polos magnéticos exercem forcas atrativas ou repulsivas entre si [3].

Embora exista semelhanca entre os dois polos magnéticos e duas cargas elétricas,
estas podem ser isoladas. J& os polos magnéticos ndo podem ser isolados. E por este
motivo que os polos magnéticos sempre sao observados aos pares [3]. Décadas depois, Hans
Oersted observou, em 1819, que a passagem de uma corrente elétrica forma um campo

magnético que consequentemente afeta a agulha imantada de uma bussola [3, 7]. Este
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Figura 1 — Linhas de for¢a de um campo magnético ao redor de um ima de barra (cima) e
de um circuito de corrente (baixo)

Fonte: [6].

evento comprovou que os fendmenos elétricos e magnéticos estao inter-relacionados.

Outras pesquisas também sustentaram a opiniao de Oersted. André Ampere conse-
guiu deduzir conceitos importantes sobre a forga magnética entre condutores conduzindo
corrente. Além disso, o mesmo sugeriu que todos os fendmenos magnéticos sao provocados
por correntes elétricas circulares de dimensoes moleculares. Em 1820, tanto Faraday quanto
Joseph Henry demonstraram que uma corrente elétrica podia ser produzida em um circuito
posicionando um ima préximo ou alterando a corrente em um circuito proximo. Essas
observagoes comprovaram que um campo magnético variavel consegue produzir um campo

elétrico. Anos depois, James Clerk Maxwell demonstrou que o reverso também é possivel
[3].

A lista de aplicagoes tecnoldgicas do magnetismo é extensa. Desde o uso de grandes
eletroimas para levantar cargas pesadas até o uso de fitas magnéticas para registrar
informagoes digitais em computadores [3]. Logo, o magnetismo desempenha um papel
fundamental no cotidiano do homem, por isso ¢é interessante compreender os efeitos que o

campo magnético exerce sobre as propriedades magnéticas de muitos materiais.
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2.1 Conceitos gerais

As interagoes magnéticas podem ser descritas em duas etapas. Primeiro, o dipolo
magnético (espira de corrente ou carga movimentando-se em loop) cria um campo magnético
em suas vizinhangas [2, 8]. O campo magnético gerado por dipolos magnéticos é andlogo
ao campo elétrico gerado por dipolos elétricos. No segundo instante, o campo magnético
exerce uma forga sobre qualquer outra corrente ou carga que esteja se movimentando no
interior do campo [2]. Essa forga magnética é gerada através do movimento da particula
eletricamente carregada e pode ser adicionada a qualquer outra forca eletrostatica existente
8].

Um solenoide (ou bobina) é um dispositivo eletromagnético que consiste basicamente
de um fio enrolado na forma de hélice. Cada volta completa do fio é chamada de espira.
Cada espira gera um campo magnético similar ao do circuito de corrente ilustrado na
Figura 1. Logo, devido ao principio da sobreposicao os campos das espiras se somam. Para
um solenoide longo, e no qual as espiras sao enroladas bem préximas uma das outras, o
campo magnético em seu interior é praticamente uniforme e no exterior tende para zero,
desde que sejam considerados pontos longe das extremidades para evitar efeitos de borda.
Esse é o protétipo de um solenoide ideal, que possui campo uniforme no seu interior e nulo
no exterior. A partir de agora, sempre que falarmos de solenoide estaremos nos referindo

ao dispositivo ideal.

O campo magnético aplicado externamente também pode ser chamado de intensi-
dade do campo magnético, e é representado por H [8]. Se o campo magnético for gerado por
um solenoide com N espiras de comprimento [ e conduzindo uma corrente com magnitude

I (veja as Figuras 2a e 2b), entao:

NI

A indugao magnética (ou densidade de fluxo magnético), representada por B, é
a magnitude da for¢a do campo interno no interior de uma determinada substancia que
esteja sujeita a um campo H [8], conforme podemos ver na Figura 2b. Podemos considerar
que a inducao magnética é uma intensificacao do campo magnético externo, pois ela é a

soma do campo interno aplicado e do campo magnético fora do solenoide [9].
A intensidade do campo magnético e a densidade do fluxo magnético estao relacio-
nadas da seguinte maneira:

B = uH, (2.2)

onde p é a permeabilidade. Isto é, uma propriedade do meio especifico no qual H passa e
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Figura 2 — Representacao esquematica do campo magnético gerado por uma bobina cilin-
drica

fe.

——

(IR

(a) (b)

Fonte: [6].

B é medido [8]. No vicuo (veja a Figura 2a) esta relagao é dada por:

Os parametros o e By representam a permeabilidade do vacuo e densidade do
fluxo no vécuo, respectivamente. Podemos utilizar a razao entre a permeabilidade em
um material e a permeabilidade no vacuo para descrever as propriedades magnéticas dos
sélidos [8]. Essa grandeza adimensional, capaz de definir a permeabilidade magnética, é
comumente chamada de permeabilidade relativa. Podemos defini-la por meio da seguinte

razao:

W
= 2.4
w 1o (24)

Este parametro mede a intensidade do campo magnético induzido. Os materiais
magnéticos que se magnetizam facilmente possuem permeabilidades magnéticas considera-

velmente altas [9].

O momento magnético induzido por causa da substancia presente no interior do
solenoide é chamado de intensidade de magnetizacao, ou simplesmente de magnetizacao

[9]. Essa grandeza magnética é representada pelo simbolo M e é definida pela expressdo:

Na presenca de um campo H, os momentos magnéticos presentes no interior de

um material paramagnético tendem a se alinhar na direcao do campo e refor¢a-lo. Isso
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ocorre porque a forca do campo exerce um torque capaz de provocar essa reorientagao
[8]. Em fungdo disso, a magnetizagdo de um material magnético é proporcional ao campo
aplicado através de um fator adimensional, chamado susceptibilidade magnética [8, 9].
O material diamagnético se orienta no sentido oposto ao campo. Respostas magnéticas
fracas de materiais sao regularmente medidas por meio deste fator de proporcionalidade

9], definido da seguinte forma:

XmH = M. (2.6)

As explicagoes sobre o campo magnético produzido por um solenoide nos da
uma ideia sobre como os materiais exibem propriedades magnéticas. Porém, para uma
compreensao mais ampla, é necessario recorrer a dois fenomenos da Mecanica Quantica: o
spin [10, 11] e o principio de exclusao de Pauli [12, 13]. O spin do elétron (comumente
chamado de momento magnético do elétron) é uma caracteristica intrinseca desta particula.
Ou seja, o momento angular intrinseco do elétron. J& o principio de exclusao de Pauli
estabelece que duas particulas elementares de spin semi-inteiro, como o elétron, nao
podem ocupar o mesmo estado quantico (estado de energia) simultaneamente, dando
origem a interagao de troca. Nao é objetivo deste trabalho discutir a respeito dessas
duas propriedades da Mecanica Quantica, mas sim sobre a interacao das propriedades

magnéticas dos materiais em relacdo a temperatura e ao campo magnético externo.

2.2 Tipos de magnetismo

Os materiais podem exibir os seguintes tipos de magnetismo: diamagnetismo, para-
magnetismo, ferromagnetismo, antiferromagnetismo e ferrimagnetismo. Cada um desses
comportamentos magnéticos depende da resposta do elétron e dos dipolos atomicos magné-
ticos na presenga de um campo magnético externo [8]. Todavia, serdo apresentados apenas
conceitos relevantes sobre dois comportamentos magnéticos discutidos neste trabalho: o

ferromagnetismo e o paramagnetismo.

2.2.1 Paramagnetismo

Em alguns materiais, cada atomo ou molécula apresenta um momento de dipolo
permanente resultante de um cancelamento incompleto dos momentos magnéticos de spin
e/ou orbital do elétron [2, 8]. Quando nao hé a atuagdo de um campo magnético externo,
as orientacoes dos momentos magnéticos sao aleatérias. Além disso, estes dipolos atomicos

estao livres para girar, consequentemente nao apresentam magnetizacado macroscopica

global [8].
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O paramagnetismo surge quando as orientac¢oes randdémicas dos momentos de dipolo
atdmico se alinham, preferencialmente através de rotagdo, com um campo externo [4, 8].
A Figura 3 ilustra este comportamento. Se o campo magnético aplicado for removido, este

efeito nos materiais desaparece [9].

Figura 3 — Configuracdo do dipolo atémico de um material paramagnético com e sem
campo aplicado
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Fonte: elaborado pelo autor.

Estes dipolos magnéticos nao exercem nenhuma interagao mutua com os dipolos

adjacentes.

Por estarem alinhados com o campo externo, estes dipolos magnéticos tendem a
aumenta-lo [2, 8]. Consequentemente, ha uma pequena susceptibilidade magnética positiva
(na faixa de 107% e 1072) [8, 9].

2.2.2  Ferromagnetismo

Entre todos os tipos de efeitos magnéticos, o ferromagnetismo é o de maior im-
portancia na engenharia porque apresenta magnetizagao muito grande e permanente
[8, 9]. Como este trabalho realiza um estudo voltado para este tipo de material, serdao

apresentados, a seguir, informacoes mais detalhadas sobre este efeito magnético.

Do ponto de vista industrial, os elementos ferromagnéticos mais importantes sao: o
ferro (Fe), o cobalto (Co) e o niquel (N7). Alguns metais terras-raras, como o gadolinio

(Gd), também apresentam o efeito ferromagnético [8, 9].

As substancias ferromagnéticas possuem atomos com momentos magnéticos de spin
que tendem a se alinhar paralelamente na auséncia (veja a Figura 4) ou na presenca de
um campo magnético externo (fraco ou forte) [3, 8, 9]. Mesmo apds a remogao do campo

externo, o material ferromagnético permanece magnetizado por causa do alinhamento
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permanente dos momentos magnéticos gerado por um forte acoplamento entre atomos
vizinhos. A Mecéanica Quantica defende que a origem das forcas que impulsionam este

acoplamento ocorre na estrutura eletrénica do metal [3, 8].

Figura 4 — Representacao esquematica do alinhamento mituo de dipolos atomicos para um
material ferromagnético (igual na auséncia e na presenca do campo magnético
externo)
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Fonte: elaborado pelo autor.

A interacao de troca entre os elétrons de um camada incompleta de um dtomo ou
entre elétrons de atomos vizinhos é capaz de produzir energia [4]. Porém, o alinhamento
dos dipolos atoémicos é fundamental na magnitude desta grandeza. Se os spins estiverem
apontando no mesmo sentido havera uma energia menor do que se estiverem apontando

em sentidos opostos (fenémeno chamado de magnetizacao espontanea) [4].

2.3 Modelos de spins

A simulacao computacional é uma ferramenta capaz de estudar sistemas complexos,
aferindo algumas hipoteses do comportamento ou predizendo o desempenho destes sob
novas condicoes [14]. Porém, para simular um sistema real necessitamos de um modelo que
represente matematicamente o seu comportamento [7]. Para simular uma rede cristalina
com os spins de um sistema magnético e estudar o fendmeno fisico da transicao de fase,

podemos usar os modelos matematicos de spins.

Os modelos de spins realizam uma modelagem teérica da dindmica de spins em
uma rede cristalina, seja ela ctubica, quadrada, triangular ou de outro tipo. Estes modelos
sao representados por Hamiltonianos efetivos de spins que simulam o comportamento de
um determinado sitio em relacao aos seus vizinhos mais proximos, e vice-versa. Entre

todos os modelos existentes na literatura, acredita-se que o mais relevante seja o modelo
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de Ising 2D, pois ¢ a referéncia para o estudo inicial dos fenémenos criticos e transi¢oes de
fase. No Capitulo 3 explicamos os conceitos relevantes a respeito de transicao de fase e

criticalidade.

2.3.1 Modelo de Ising 2D

O modelo de Ising 2D foi proposto inicialmente por Wilhelm Lenz, em 1920, com o
propésito de investigar os fendmenos magnéticos de alguns materiais [15]. Em 1925, Ernst
I[sing, entao aluno de doutorado orientado por Lenz, resolveu este modelo para um sistema
unidimensional e percebeu que, neste caso, o modelo nao apresenta transicdo de fase para
uma determinada temperatura finita [16]. Porém, em 1944 Lars Onsager solucionou este
modelo para um sistema bidimensional[17] e confirmou a teoria, levantada por Lenz, que
existe uma transicao de fase de segunda ordem em sistemas com dimensoes maiores que

1D. A temperatura critica (ou temperatura de Curie) encontrada por Onsager foi [17]:

2
L= In{1+ 2}

O modelo de Ising 2D ¢é representado pelo seguinte Hamiltoniano [18]:

~ 22691853143, (2.7)

N
Hi=-J > S5 —HY S, (2.8)
i=1

<,j>

onde o termo <7,j7> indica a interagao entre sitios vizinhos, J é o termo de troca entre
primeiros vizinhos e H é o campo magnético externo. Enquanto a primeira soma é feita
sobre os pares de primeiros vizinhos, o segundo somatério ¢ realizado sobre os N spins
existentes na rede cristalina. Logo, na rede quadrada, N equivale ao quadrado da dimenséao
linear do sistema (N = L x L).

No modelo de Ising bidimensional, os spins podem assumir apenas dois estados
possiveis: S; = +1 (seta para cima) ou S; = —1 (seta para baixo). A energia do sistema ¢é

descrita pela Equacao 2.8. J& a magnetizacao corresponde a soma dos N spins da rede:

M = ZS (2.9)

Neste trabalho estudamos uma generalizacao do modelo de Ising, chamado de
modelo de clock de p-estados. Tal generalizacao se deve ao fato de que para p = 2
conseguimos recuperar e estudar o modelo de Ising. Mas antes de explicar este modelo de
spins, iremos discutir a respeito do termo de troca J (ou integral de troca), que representa

a energia de interacao entre primeiros vizinhos.
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2.3.2 Termo de troca

O termo de troca descreve a interagao entre dois elétrons cujas fungoes de onda
se sobrepoem. A origem desse termo estd na equacao de Schrodinger para o potencial de
Coulomb [11], junto com o requerimento de assimetria imposto pelo principio de exclusao
de Pauli [19]. Como a fun¢do de onda total deve ser anti-simétrica, haverd um acoplamento
entre as fungoes espaciais e de spins dos elétrons interagentes. Isto é, se as fun¢oes espaciais

forem anti-simétricas as de spins serdo simétricas, e vice e versa.

Quando temos atomos isolados na rede cristalina do material, podemos desprezar
mudancas nas fungoes de onda referentes a esses atomos; e tais fungoes apresentam um
decaimento acentuado. Em funcao disso, a sobreposicao é desprezivel para atomos além

dos primeiros vizinhos.

A interacao de troca sera escrita através da combinacao linear das funcoes de
onda espaciais dos atomos isolados. Se J é positivo, a fungdo de onda espacial total serd
anti-simétrica. Dessa forma, os spins paralelos minimizarao esse termo de energia. Essa
é a causa primaria do ferromagnetismo. No caso de J negativo, os spins antiparalelos
minimizarao esse termo de energia, portanto, teremos um antiferromagneto. Porém, se

J = 0 nao h4 interacao entre os spins dos elétrons.

Como este trabalho estuda um sistema ferromagnético bidimensional, entao con-
sideramos J > 0. Decidiu-se utilizar J = 1 porque este valor nao exerce uma mudanca
matematica no Hamiltoniano, além de favorecer menores valores de energia por spin. Neste
trabalho, a temperatura 7' ¢ medida em unidades de J|7|?/kp e a energia ¢ medida em
unidades de J|7|?. Logo, kp ¢ a constante de Boltzmann e |7| representa o médulo do
spin. Como usamos medidas de temperatura em unidades de energia, entao consideramos
kg = 1.

2.3.3 Modelo de clock de p-estados 2D

A ideia inicial do modelo de clock de p-estados 2D foi proposta, no inicio da década
de 1950, por Cyrill Domb [20]. Logo, o objetivo deste modelo é que o spin tenha p estados
possiveis na rede cristalina, ao invés de apenas dois como ocorre no modelo de Ising
bidimensional. Porém, os spins sao alocados na rede cristalina com p dire¢oes simétricas

definidas pela seguinte relacao de angulo:

0, = —, (2.10)

onde n=0,1,2,---,p—1[21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30).

Se p = 2, o modelo de clock 2D possui dois estados possiveis, com orientagoes
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paralela e antiparalela [28, 31]. Isto é, o modelo se comporta da mesma forma que o modelo
de Ising 2D [23, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33]. O angulo formado por dois spins pode ser
0; = 0, se tiverem os mesmos estados, e 0; = m, se possuirem estados distintos (veja a
Figura 5). Desse modo, a contribui¢do na energia vai ser —1 (mesmos estados) ou +1

(estados opostos) [34].

Figura 5 — Modelo de clock para p = 2 (as setas em vermelho indicam os estados possiveis
que o spin pode assumir)

k
—
S

Si
— EI) _
(a) (b)

Fonte: elaborado pelo autor.

Se p = 3, o modelo de clock bidimensional equivale ao modelo de Potts 2D [35] com
trés estados possiveis [23, 28, 33, 36]. Neste caso, os spins possuem trés diregoes diferentes,
porém com o mesmo angulo (equivalente a 0; = 27/3) entre pares de spins, conforme

ilustra a Figura 6.

Figura 6 — Modelo de clock para p = 3 (as setas em vermelho indicam os estados possiveis
que o spin pode assumir)
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Fonte: elaborado pelo autor a partir de [34].

Para p = 4, o modelo de clock de duas dimensoes apresenta quatro estados possiveis,
conforme ilustra a Figura 7. O dngulo entre dois spins vizinhos pode ser: 0; = 0,7/2, 7
e 3m/2. Se um sitio ¢ estd localizado na vertical, ndo hé contribuigdo para a energia por

parte dos vizinhos que estao na horizontal. A contribuicao na energia também é nula no
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caso contrario. Sendo assim, é correto afirmar que para p = 4 o modelo de clock apresenta

apenas trés estados com energias +1, 0 e —1 para cada par de spins [34].

Figura 7 — Modelo de clock para p = 4(as setas em vermelho indicam os estados possiveis
que o spin pode assumir)
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Fonte: elaborado pelo autor a partir de [34].

Como nao ha contribuigdo da energia para estados perpendiculares, é viavel analisar
separadamente as diregoes horizontal e vertical. Na direcao vertical (Figuras 7a e 7c)
os spins podem ocupar um estado +1 ou um estado —1. O mesmo acontece na direcao
horizontal (Figuras 7b e 7d) [34]; por este motivo é correto afirmar que para p = 4 o
modelo de clock apresenta a universalidade do modelo de Ising 2D, uma vez que equivale
a dois modelos de Ising 2D desacoplados [26, 37]. Ainda nao ha solugdo exata quando
p > 4 [28]; porém se p — oo, 0 modelo de clock bidimensional é equivalente ao modelo XY
classico 2D [23, 26, 27, 29, 30, 31, 32, 1].

A distribuicao dos spins do modelo de clock 2D, quando p — oo, é igual a
configuracao apresentada pelo modelo XY classico bidimensional. Em fungao disso, usamos
a ilustracao (veja Figura 8) de uma rede quadrada do modelo XY cldssico para explicar o

Hamiltoniano do modelo de clock de duas dimensoes.

A Figura 8 indica que cada spin do modelo de clock 2D é um vetor de duas
componentes, que estd localizado em cada sitio da rede cristalina [38]. Consideramos a
seguinte relacao para o spin de um determinado sitio 7, cuja posi¢ao ¢ medida em unidades

de pardmetro de rede (a):

— J(55)2 + (SY)2 = 1. (2.11)

Logo [38]:

9T —

(2

)

cos(0;) = cos(6;) (2.12)
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Figura 8 — Modelo XY classico bidimensional
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Fonte: elaborado pelo autor a partir de [38].

S

A interacao entre dois spins vizinhos mais préoximos depende do angulo entre essas

Sy = sin(6;) = sin(6;). (2.13)

diregoes [39], conforme ilustra a Figura 9.

Figura 9 — Representacao dos spins por vetores confinados num plano

Fonte: elaborado pelo autor a partir de [39].
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O angulo entre os spins de sitios ¢ e j pode ser expresso da seguinte forma [39]:

. . =
O cos(#;;) pode ser determinado por meio do produto escalar entre os vetores ‘?Z e ‘Sj’.
Logo, podemos definir o Hamiltoniano do modelo de clock 2D como [25, 26, 40, 41]:
N
He=—J Y cos(; —60;) — HD cos(b;), (2.15)
<iyj> i=1

onde 6; € [0,27] [33], <7,j> representa a interagao entre sitios vizinhos, J é a constante de
troca e H é o campo magnético aplicado. A primeira soma é sobre os pares de primeiros de
vizinhos. J& o segundo somatoério é referente a todos os sitios da rede, no qual os angulos

g; sdo continuos [31].

Neste trabalho consideramos condigoes de contorno periédicas. A Figura 10 ilustra

a dindmica deste recurso sobre os spins presentes nas bordas de uma rede quadrada.

Figura 10 — Rede quadrada com condi¢oes de contorno periddicas
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Fonte: elaborado pelo autor.

Se considerarmos a rede cristalina da Figura 10 como uma matriz Ay, os vizinhos
mais préximos do spin do sitio aq; seriam os elementos: ai4 (esquerda), ajo (direita), ay
(cima) e ag; (baixo). Além disso, se sabemos como o spin do sistema magnético estudado
se comporta diante da atuagao de um campo magnético externo, podemos definir o sinal

da grandeza H da Equacao 2.15 da seguinte forma:



Capitulo 2. Sistemas Magnéticos 30

e H > 0, caso o spin deseje se alinhar na direcao positiva;
e H < 0, caso o spin deseje se alinhar na direcao negativa;

e H =0, caso nao exista influéncia externa sobre a rotacao do spin.

Como este trabalho nao leva em conta a presenca de um campo magnético externo
em um sistema ferromagnético 2D, entao consideramos H = 0. Logo, usamos a seguinte
redefinicao do Hamiltoniano da Equacgao 2.15 para obter a energia do sistema a campo
nulo [22; 23, 24, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 42]:

He=—J Z cos(8; — 6;). (2.16)

<i,7>

A magnetizacdo de um determinado sitio 7 também é um vetor de duas componentes
(25, 30, 31, 41, 42, 43, 44, 45], em fungdo disso pode ser obtida por meio da seguinte

relagao:

M = ;COS((%), ;sin(@) . (2.17)

O Teorema de Mermin-Wagner [1] indica que o modelo de clock 2D (para p — o0)
nao apresenta quebra esponténea de simetria em temperatura finita, pois possui interagoes
de curto alcance. Logo, como nao se observa uma ordem de longo alcance, entao nao ha
uma transicdo do tipo ordem-desordem em uma temperatura diferente de zero. Porém,
este sistema apresenta uma fase quase-ordenada a baixa temperatura, e entdao a funcao de
correlagao do sistema apresenta um decaimento por lei de poténcia. A alta temperatura, a
funcao de correlagao apresenta um decaimento exponencial, indicando a presenca de uma
fase desordenada. Essa mudanca de comportamento da fun¢ao de correlagao caracteriza
uma transigao de fase do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) [46, 47] a temperatura
finita. Discutiremos sobre a fungao de correlagao e a respeito da transigio BKT no Capitulo
3.

O modelo de clock 2D de p-estados apresenta uma fase ferromagnética a baixa
temperatura, uma fase paramagnética a alta temperatura e uma fase BKT (com ordem
de quase longo alcance) entre essas duas, para a maioria dos valores intermedidrios de
p [22, 29, 43, 48, 49, 50, 51]. E certo que para p=2 o modelo de clock 2D apresenta
uma transi¢do de fase continua (na classe de universalidade Ising). Contudo, nao hé uma
certeza de qual valor intermediario de p apresenta primeiro duas transi¢oes de fase em
temperaturas distintas e finitas. Isso é um desafio ao estudar o modelo de clock 2D de

p-estados. A simulacao computacional desenvolvida neste trabalho nao sé indica este valor
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intermediario de p, como também informa as fases apresentadas por cada valor de p do

modelo de clock 2D e as respectivas temperaturas criticas.

No Capitulo 3 também apresentamos uma discussao a respeito dos fenémenos
criticos que ocorrem nas proximidades da temperatura critica, a fim de entender o porqué
os spins, em estado de equilibrio, apresentam grandes flutuag¢oes nesta regiao. Sendo assim,
¢é importante deixar claro que este trabalho estuda o sistema em equilibrio termodinamico.
A técnica de caracterizacao das fases do modelo de clock 2D de p-estados deste trabalho,
utiliza os zeros da funcao de particao e conceitos do método de Monte Carlo. No Capitulo 4
explicamos a respeito dos zeros reduzidos obtidos através da fun¢do de particdo e também

sobre o método de Monte Carlo.
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3 Transicao de fase

A energia vibracional dos atomos, em torno de suas posicoes de equilibrio, e a
energia cinética dos elétrons livres sao os principais tipos de energia térmica em um sélido
[7]. Se houver gradientes de temperatura no material, a energia pode ser direcionada para
regioes mais frias e fundir a amostra. Em funcao disso, a capacidade, a expansao e a
condutividade térmicas sao propriedades que devem ser levadas em consideragao para a
utilizagao pratica de um sélido [8]. A capacidade térmica C' (ou capacidade calorifica)
é uma propriedade capaz de apontar a aptidao da amostra em absorver calor do meio
externo, ou seja, representa a quantidade de energia necessaria para que haja um aumento
na temperatura. Geralmente, o calor especifico (representado pela letra ¢ minuscula) é a

grandeza que representa a capacidade calorifica por unidade de massa [7, 8|.

Na maioria dos materiais (especialmente, nos ferromagnetos), a principal forma
de assimilagao de energia térmica se da através do aumento da energia vibracional dos
atomos. Os atomos estdo sempre vibrando com frequéncias muito altas e com baixas
amplitudes. Entretanto, nao vibram independentemente uns dos outros, mas sim acoplados
aos seus vizinhos por meio das ligagoes atomicas. Essas vibragoes produzem ondas, com
uma variedade de distribui¢oes e frequéncias, que se propagam pela rede cristalina do

material produzindo energia térmica [7, 8].

Quando os elétrons sao excitados e mudam de estados preenchidos para estados
vazios acima da energia de Fermi, recebem o nome de elétrons livres. As ondas vibracionais
provocam um espalhamento térmico desses elétrons livres durante a conducao eletronica.
Logo, esses elétrons absorvem energia aumentando a energia cinética, e consequentemente
exercem uma pequena contribuicdo para o aumento da capacidade calorifica. Todavia, essa

contribuigao eletrdnica s6 ¢é significante em temperaturas proximas de 0 K [7, 8.

Os materiais ferromagnéticos apresentam outro processo de absorcao de energia,
quando aquecidos acima da temperatura de transicao. Acima de T, os spins dos elétrons
tomam diregoes aleatoérias por causa de um maior movimento térmico dos atomos. Em
funcao disso, a capacidade calorifica apresenta um pico na temperatura onde ocorre essa
transformacao dos momentos magnéticos atomicos. Além disso, conforme a temperatura
aumenta, a magnetizacao reduz gradualmente e, em seguida, cai para zero nestes materiais

(veja a Figura 11) [8].

Na temperatura de transicao, o ferromagnetismo do material desaparece completa-
mente e este se torna paramagnético [9]; o ima serve como exemplo para este processo,
pois perde a imantagao acima desta temperatura [15]. Isso ocorre porque as for¢as mituas

de acoplamento de spins sao completamente destruidas [8]. No entanto, se a amostra for
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Figura 11 — Efeito da temperatura sobre a magnetizacao de um material ferromagnético

o
U
On
|
X
5]
c
>
]
= jrjrjrjr Fase
Fase paramagnética
ferromagnética

ZR{S

TC Temperatura

Fonte: elaborado pelo autor.

resfriada, a partir de uma temperatura acima de T,., os dominios ferromagnéticos sao

restaurados e o material volta a ser ferromagnético [9].

Percebe-se, entao, que os materiais ferromagnéticos apresentam um comportamento
de transi¢ao (ou mudanga) de fase em uma temperatura especifica (7). Este comportamento
ocorre diariamente nos mais variados sistemas fisicos [52, 53, 54, 55|. Além dos materiais
magnéticos, destacam-se entre esses sistemas: ligas metalicas, materiais ferroelétricos,

superfluidos, supercondutores e cristais liquidos [15, 53].

A andlise sobre transicoes de fase e fendmenos criticos envolve muitos conceitos ter-
modindmicos especificos. Pensando nisso, recordaremos a seguir alguns destes conceitos que
sao relevantes para este trabalho. Logo em seguida serao apresentadas discussoes a respeito
da definicao e caracterizagao de transicao de fase, mas também sobre o comportamento do

sistema na regiao onde ocorre este fendmeno fisico.

3.1 Conceitos termodinamicos

A termodindmica cléssica, através de uma formulacao axiomatica, é constituida de
quatro postulados [56, 53]. No primeiro postulado sdo definidos os estados de equilibrio
dos sistemas simples' que, em uma escala macroscépica, sdo totalmente caracterizados por
U e por parametros extensivos (pardmetros que dependem da escala do sistema, como:

V., {N} e M) [57]. U é a energia interna, V é o volume, M é a magnetizagdo e {N} éo

Sistemas simples sdo sistemas macroscopicamente homogéneos, isotrépicos, descarregados, quimicamente
inertes e suficientemente grandes. Um fluido puro, por exemplo, pode ser considerado um sistema simples
com um dnico componente e na auséncia de um campo externo [53].
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nimero de mols de todos os elementos quimicos, ou seja, {N} = Ny, -+, N,. J& o segundo
postulado define a entropia S do sistema como uma funcao dos pardmetros extensivos do

sistema simples:
S = S(U,V, M, {N}). (3.1)

Além disso, esse axioma afirma que, quando nao ha vinculos internos, os parametros
extensivos assumem valores que maximizam a entropia sobre quaisquer estados de equilibrio

possiveis.

No terceiro postulado a entropia de um sistema composto? é aditiva entre os

subsistemas:

S(Ur, Vi, My, Ny; Us, Vo, My, No) = S1(Uq, Vi, My, Ny) + S2(Us, Vo, My, N»). (3.2)

A entropia de um sistema simples é uma funcao homogénea de primeira ordem dos
parametros extensivos. Por este motivo, se todos estes parametros forem multiplicados
por uma determinada constante A, a entropia também é multiplicada por A; conforme

demonstra a seguinte notagao matematica [53, 58]:

S = S(AU, AV, AM, \{N}) = AS(U, V, M, {N}). (3.3)

A entropia ¢ uma funcdo continua, diferencidvel e monétona® crescente com a

energia:

(m) =~ 0. (3.4)
U )y ar vy

Além disso, a entropia pode ser invertida em relacao a energia interna. Logo, a equagao

3.1 pode ser reescrita da seguinte forma:

U=U(S,V, M, {N}). (3.5)

Sistemas compostos sao aqueles constituidos por um conjunto de sistemas simples, separados por
paredes ou por vinculos [53].

Funcdo mondtona (ou monotonica) é uma funcio entre dois conjuntos ordenados que preserva (ou
inverte) a relagdo de ordem. A fungdo monétona pode ser crescente, quando preserva a relagdo, ou
decrescente, quando inverte a relagao.
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O postulado de niimero quatro estabelece que a entropia de qualquer sistema é

anulada num estado para o qual [53]

<8U> = 0. (3.6)
) V.M, {N}

3.1.1 Formulacao da energia interna

Derivando a relacao da Equacao 3.5, considerando a energia interna como a variavel

dependente, temos:

ou ou ou

" [ oU
dU = () ds + () av + () M+ ( ) dN;
95 V,M {N} v S,M{N} oM S,V,{N} i=1 IN; S,V,M,---N,
(3.7)

As derivadas parciais da Equacgao 3.7 sdo chamadas de parametros intensivos
[53], ou seja, pardmetros que nao dependem da escala do sistema, como por exemplo:
temperatura T, pressao P, campo magnético H e potencial quimico do elemento quimico ¢

(1) [57]. Em fungao disso, podemos estabelecer as seguintes notagoes:

(al]) 7 (3.8)
a5 V,M,{N}
(W) __p (3.9)
v S,M{N}
8U>
— =H (3.10)
<8M S,V,{N}
e
8U>
= lt;. (3.11)
<aNi S,V,M,--N,

Como os parametros intensivos sao derivadas de uma func¢ao, entao podemos
representé-los como fungoes com as mesmas variaveis independentes [57]. Logo, as Equagoes

3.8 a 3.11 podem ser reescritas da seguinte forma:

T =T(S,V, M, {N}), (3.12)

P = P(S,V,M,{N}), (3.13)
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H=H(S,V,M,{N}) (3.14)

pi = (S, V, M, {N}). (3.15)

Essas relagdes sao chamadas de equagdes de estado [53], pois expressam os parametros
intensivos em funcao dos pardmetros extensivos [57|. Podemos, entao, reescrever a notagao

da Equacgao 3.7 como:

dU =TdS — PdV + HAM +_ ji;dN;, (3.16)

=1

onde
dQ) =TdS (3.17)

representa a diferencial inexata do calor quase-estatico que pode ser transformada em
uma diferencial exata dS, gragas ao fator integrante 1/7". Além disso, HdM é o trabalho

magnético realizado sobre o sistema, isto é, dW,,,, = HdM [58].

3.1.2 Formulacao da entropia

Na relacao da Equacao 3.1 a varidavel dependente é S. Se derivarmos essa relagao,

encontramos:
ds = <35> dU + (85> dV + <6S> dM + ( 05 ) dN;.
ou V,M {N} v UM/{N} oM UV{N} i=1 IN; UV,M, N,

(3.18)

As derivadas parciais apresentadas na Equacgao 3.18 também sao parametros
intensivos. Utilizando as definigoes dos parametros intensivos na formulacao da energia

interna (Equagoes 3.8 a 3.11), podemos estabelecer que

as) <8U>_1 1
b Y S (3.19)
(aU V,M,{N} 85 V,M,{N} T



Capitulo 3. Transi¢io de fase 37
Se
o\ __(or) () 520
oy ) . 0z ) o),
entao podemos estabelecer que
oS > (65 ) ( ou )
— =—| = — . (3.21)
<8V U,M,{N} ou V,M{N} oV S,M{N}
A partir dos resultados das Equagoes 3.9 e 3.19, podemos definir
oS P
() = —. (3.22)
oV UMN} T
A partir da mesma ideia podemos encontrar
oS oS oU H
C I B
oM UVAN} ou V,M,{N} oM UV,{N} T
e
oS oS ou i
() )5 o
ON; U,V,M, Ny ou V,M,{N} ON; S, V,M,-Ny T
Logo, a Equacao 3.18 pode ser reescrita da seguinte forma:
1 P H 1<
ds = TdU + ?dv — ?dM -7 > pidN;. (3.25)

=1

3.1.3 Potencial de Helmholtz

A transformada de Legendre favorece a troca da varidvel independente S por T

na funcao da energia interna U. Em fungao disso, a energia livre de Helmholtz magnética
F(T,M,{N}) e a energia livre de Gibbs magnética G(T, H,{N}) podem ser definidas

como [58]:

F = mSin(U —-T59);

G =min(F — HM).
M

(3.26)

(3.27)
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Se derivarmos a Equacao 3.26, encontramos:
dF =dU — SdT —'TdS. (3.28)
Substituindo a Equagao 3.16 neste resultado, encontramos:
dF = —=SdT' — PdV + HdM + ZT:/MCUV@'- (3.29)
i=1

Logo, podemos descrever as seguintes relagoes:

F
<8> = -5, (3.30)
oT V,M{N}
(A — )
v T,M,{N}
<8F> —H (3.32)
oM T,V{N}
e
8F>
= ;. (3.33)
<8Ni T,V,M, Ny

O calor especifico mede o calor absorvido por um sistema, a um dado parametro
extensivo fixo (como o volume, por exemplo), em resposta a uma temperatura. Porém,
para sistemas magnéticos, o calor especifico pode ser representado da seguinte forma

(considerando a definicao da Equacao 3.17 e H constante)[58]:
6)@) <8S>
cg=|—| =T|=—| - (3.34)
(o1),-7(57),
Outra resposta importante de um sistema é a susceptibilidade magnética, pois

mede a taxa de variagdo da magnetizacao em relagao a variagao do campo H. Podemos,

entdo, representar essa medida da seguinte formal[58]:

Xt = (%) . (3.35)
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3.1.4 Energia livre de Gibbs magnética

A diferencial da Equacao 3.27 é expressa por:
dG =dF — MdH — HdM. (3.36)
Substituindo a Equagao 3.29 neste resultado, podemos encontrar a seguinte defini¢ao:

dG = —SdT — PdV — MdH + ) j;dN;. (3.37)

i=1

Logo, podemos definir as relagoes:

<8G> = -5, (3.38)
or V,H{N}

<8G> =—P, (3.39)

% T,H{N}

<8G> =-M (3.40)

oH T,VA{N}
e

oG )

<8Ni T,V,H, N,

Por meio da Equacao 3.38, podemos definir [53]:

892G S 1
gE _ (22 =y 42
o1 <8T>V7H7 o T (3-42)

Considerando H constante, podemos medir o calor absorvido pelo sistema, em resposta a

uma dada temperatura, da seguinte forma [53]:

0*G

3.2 Fendmenos criticos

Como ja foi adiantado, as transi¢oes de fase ocorrem por causa de mudangas bruscas

e descontinuas nas propriedades termodinamicas do sistema, provocadas por uma variagao
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continua de algum parametro externo, como: temperatura, pressao, campo magnético
aplicado, entre outros (veja as Figuras 12a e 12b) [15, 59, 60, 57]. As mudangas de estado
fisico da dgua (H,0) sdo exemplos classicos deste fenémeno [15, 55, 57]. Por exemplo,
se aquecida a uma temperatura especifica e com pressao constante, a agua no estado
liquido entra em ebuligao e passa para a fase gasosa [15]. Portanto, o termo "fase'se refere

a qualquer estado especifico da matéria [61].

Figura 12 — Descontinuidades (a) da entropia e (b) do volume que caracterizam uma
transicao de fase de primeira ordem
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Fonte: [62].

Uma ou mais transi¢oes de fase podem ser representadas pictoricamente através dos
diagramas de fases (veja a Figura 13). Nesses diagramas, as regioes (fases) sao divididas
por curvas de coexisténcia. O calor cedido pelo sistema na linha de coexisténcia é chamado
de calor latente [62].

Figura 13 — Diagrama de fase da agua
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Fonte: [63].
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Percebe-se que hé a presenca de dois pontos relevantes na Figura 13 (triplo e critico).
No ponto triplo existe a coexisténcia de trés fases; enquanto no ponto critico ocorre uma
transicao continua (ou critica), onde o calor latente é igual a zero. A temperatura no ponto

critico é chamada de temperatura critica.

O calor especifico e a susceptibilidade magnética do material se intensificam ou
mudam de forma descontinua em um determinado instante, indicando a presenca de uma
transicao de fase de segunda ordem. Para analisar a regiao onde ocorre tal fenémeno,
¢é necessario investigar como as grandezas fisicas se comportam diante da variagao dos

pardmetros externos (especialmente a temperatura e o campo magnético).

Em 1873, Van der Walls conseguiu estabelecer uma analise do comportamento
critico em sistemas fluidos que possibilitou caracterizar a transicdo entre as fases liquida e
gasosa [15, 53, 57]. Porém, as transigoes de fase dos materiais ferromagnéticos comegaram
a ser estudadas no inicio do século XX, por meio do modelo fenomenologico de Curie-Weiss

para o ferromagneto uniaxial [53, 57].

Na década de 1930, Lev Landau conseguiu estabelecer o conceito de parametro
de ordem, utilizando as teorias cldssicas para a transigdo de fase [15, 53]. De acordo
com ele, o pardametro de ordem de um sistema é uma grandeza que na fase desordenada
assume um valor nulo e na fase ordenada um valor nao nulo. Identificar um parametro de
ordem de um sistema nao é muito simples porque esta grandeza pode ser: um escalar, um
vetor, um tensor, um nimero real ou um nimero complexo [57, 64]. Todavia, nos sistemas
ferromagnéticos esse parametro de ordem corresponde a magnetizacao espontanea por spin,
uma vez que apresenta ambos os comportamentos acima e abaixo de T, respectivamente

(veja a Figura 11) [15, 57].

Em 1932, Ehrenfest constatou que as transicoes de fase podem ser classificadas
como sendo de ordem n se a n-ésima derivada da energia livre for descontinua em relagao
ao parametro de ordem [15, 60, 57, 64, 65]. Atualmente, a teoria utilizada para classificar
as transicoes de fase foi apresentada por Fisher em 1974 [15, 57, 66|, apds uma atualizagio

dos conceitos propostos por Ehrenfest [64].

De acordo com Fisher, se a primeira derivada da energia livre é descontinua em
relagdo ao parametro de ordem, entao existe uma transicao de primeira ordem. No entanto,
se a primeira derivada da energia livre for continua e a sua segunda derivada descontinua
(ou infinita), temos uma transi¢cao de segunda ordem (também chamada de transigao

continua ou critica, ou desordenada) [60, 57, 67].

Utilizaremos as Figuras 14a e 14b para apresentar uma ideia mais intuitiva sobre
o comportamento da energia livre em relacdo ao parametro de ordem. O potencial de
Helmholtz apresenta dois minimos sobre a curva de coexisténcia do diagrama de fases, um

local que define o estado meta-estavel e outro global. Quando dois minimos sdo idénticos
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(ou seja, se ambos sao globais), os dois estados sdo estdveis e a coexisténcia entre as
fases é de primeira ordem. Vemos isso no circulo superior a direita da Figura 14a. Esses
dois minimos comecam a se coalescer e se unirao completamente em um determinado
ponto (no ponto critico). Neste ponto a transi¢ao é de segunda ordem, pois ndo ha mais
coexisténcia entre fases. Esse comportamento pode ser visto na Figura 14b. O ponto critico

é representado pelo ponto C.
Figura 14 — Comportamento da energia livre sobre a curva de coexisténcia

H

Fonte: [57].

3.2.1 Expoentes criticos

O objetivo do estudo de transi¢oes de fase é, entdo, compreender o comportamento
do sistema em regioes proximas da temperatura de transigao [15, 60]. Alguns estudos
tedricos e experimentais indicam que o comportamento das propriedades do sistema na
regiao de criticalidade pode ser descrito por leis de poténcia simples, caracterizando um
conjunto de expoentes criticos [15, 57, 60, 68]. Os expoentes criticos sdo parametros

responsaveis por descrever o comportamento do sistema na regiao critica [15, 62].

Os mesmos valores de expoentes criticos podem ser apresentados por sistemas muito
distintos, indicando um principio de universalidade. Logo, os sistemas podem ser agrupados
em classes de universalidade [15, 69]. A vantagem da universalidade é a simplificagao da
analise dos fenémenos criticos, uma vez que é possivel inferir os expoentes criticos para
sistemas complexos através de resultados obtidos por estudos de transi¢oes de fase de

sistemas simples da mesma classe de universalidade [57].

O expoente critico A associado a uma grandeza termodindmica y(t) pode ser obtido
através da seguinte derivada logaritmica [52, 57, 60, 59, 62, 70, 71]:

A= lim O]
t—0+t Inlt|

(3.44)
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A temperatura reduzida t é expressa como:

= — —1 3.45
T T (3.45)

No contexto geral, a dependéncia de y(t) com a temperatura reduzida ¢ é represen-
tada por [57, 59]:

y(t) = A1+ Bt? + ..., (3.46)

onde A é a amplitude critica, B é a correcao principal na amplitude e # > 0 é a correcao
principal no expoente. Por causa disso, com ¢t — 0T, o expoente critico A é expresso pela

seguinte forma, mais usual [59]:

y(t) ~ [t (3.47)

E interessante destacar que ao calcular o limite no sentido contrario (t — 07), o
expoente A é determinado de uma forma semelhante. Em virtude disso, A = X, porém as

amplitudes geralmente sdo distintas [57, 59].

Embora a temperatura critica dependa de diversos parametros associados a cada
sistema, os expoentes criticos dependem de poucos fatores associados ao sistema [57]. Esses
fatores sdo a dimensionalidade do sistema fisico (d), a dimensionalidade do pardmetro de
ordem (n) e o alcance das interagoes microscopicas (curto ou longo) [15, 57]. Os materiais
ferromagnéticos apresentam, nas proximidades da regidao critica, os expoentes criticos
apresentados na Tabela 1. Nos paragrafos posteriores hé informagoes importantes sobre

cada.

Tabela 1 — Expoentes criticos para um sistema magnético com dimensao espacial d

Grandeza Expoente critico | Lei de poténcia Condigoes
Calor especifico Q@ c~t ¢ H=0T>T.,
Magnetizacao 6] m ~ (—t)? H=0T<T,
Susceptibilidade y X ~t77 H=0T>T,
Comprimento de correlagao v En~t™v H=0T>T.,
Funcéao de correlacao n D(r) ~r= @240 |\ T =T, H=0

Elaborado pelo autor. Fonte: [52, 55, 60, 62].

O expoente [ é o responsavel por descrever o comportamento do parametro de

ordem do sistema em funcao de t na criticalidade, quando H=0. Para T' < T, o parametro
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de ordem se comporta da seguinte forma [53]:
m=m(T,H —0") ~ (—t)° (3.48)

O parametro de ordem também pode ser definido com H — 0~. O sinal ~ indica que existe
um comportamento assintético nas vizinhangas do ponto critico [53]. Consideramos apenas
a condicao anterior, em relagdo a temperatura critica; ja que para T" > T, a magnetizagao

espontanea se anula.

O expoente critico v descreve a conduta da susceptibilidade magnética do sistema
na regiao critica em funcao de ¢, na auséncia de um campo externo. Se a susceptibilidade é
uma resposta do parametro de ordem em relacao ao campo termodinamicamente conjugado

(veja a Equagao 3.35) [53], entao:

x+t77, paral >1T,

3.49
X-(—=t)77, para T < T, (3.49)

X(T,H =0) ~ {
Ja o expoente « caracteriza o comportamento do calor especifico na criticalidade

em fungado de t, se H=0, da seguinte forma [53]:

cp t™®, paral >1T,

(3.50)
cy_(—t)™®, para T < T,

CH(T,H = 0) ~ {

Como a susceptibilidade magnética e o calor especifico do sistema ferromagnético se
intensificam positivamente na criticalidade, entao utilizamos a primeira notagao (para

T > T,) estabelecida para os expoentes criticos « e 7.

A medida de correlagdo entre dois spins i e j separados pelo vetor

(3.51)

=
Il

<3
|

SH

(7; é o vetor posigao do spin i) é dada pela seguinte fungao de correlagio espacial [57, 60, 59]:

— —

I'(7) = (S;— < S >)-(S;— < §; >). (3.52)

O simbolo < --- > significa média térmica.
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Para um sistema invariante a translacao, a func¢ao correlacao depende apenas da
distancia entre os spins (|7] = r) [52, 57, 60, 59] e acima de T espera-se uma dependéncia

na forma Ornstein-Zernike [52]:

I'(r) ~ T"’exp<_g>, (3.53)

onde p é um namero real e £ representa o comprimento de correlacdo. Longe da regiao
critica, & ¢ finito e a funcao de correlagao apresenta um comportamento predominantemente
exponencial. Porém, na criticalidade o comprimento de correlacao diverge e a funcao de
correlagao apresenta um decaimento por lei de poténcia [60]. Logo, préximo do ponto
critico, o expoente responsavel por descrever o comportamento da func¢ao de correlagao é

o 1; e pode ser obtido através da seguinte relacao [60, 62, 72]:

I~ D@24, (3.54)

J& o expoente critico v é responsavel por descrever o comportamento do compri-
mento de correlagao £ na regido critica, em fungao de ¢ [62]. Este expoente esta relacionado

ao &, na criticalidade, por meio da seguinte divergéncia:
£~ &t (3.55)

Nota-se, pela relagao de t, que o expoente v s6 pode ser obtido para T" > T..

Também seria possivel definir outros expoentes criticos, como o tempo de relaxagao
7 do sistema e o expoente critico dindmico z [15]. Além de apresentar um método robusto
que possibilita estimar a(s) temperatura(s) critica(s) (7.) de um sistema ferromagnético,

este trabalho tem a intencao de estimar os expoentes criticos v, a, [ e 7.

E importante destacar que os expoentes criticos também podem ser medidos
experimentalmente. Além disso, estao relacionados entre si por meio de algumas relacgoes
de escala [15, 52]. Entre essas relagoes destacam-se as desigualdades de Rushbrooke e de

Griffiths [52]:

a+280+vy>2 (3.56)

a+B(1+6)>2, (3.57)
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respectivamente.

3.3 Teoria de escala de tamanho finito

As divergéncias nas grandezas termodinamicas na criticalidade s6 ocorrem se a
energia livre do sistema possuir uma parte singular. Todavia, a energia livre de um sistema
finito ¢ uma fung¢ado nao singular dos parametros externos, por isso as transi¢oes de fase s6
podem ocorrer no limite termodinamico [53, 60]. Logo, os sistemas finitos (limitados em
tamanho) apresentam méximos arredondados na regiao critica, ao invés dessas divergéncias.

Além disso, a posigdo do méximo é deslocada no ponto critico [60, 73].

A grande maioria dos sistemas estudados através de simulagoes computacionais sao
exemplos de sistemas finitos [15]. Para analisar o comportamento destes na criticalidade
utilizamos a teoria de escala finita, ou FSS (Finite Size Scaling), que foi apresentada
inicialmente em 1971, por Fisher [15, 74]. Essa teoria descreve a relacdo entre o com-
portamento do sistema finito e seu equivalente no limite termodinamico [60, 66]. Desse
modo, quando analisamos a variagado de algumas grandezas termodinamicas em relacao a
dimensao linear do sistema (L), conseguimos estimar a temperatura e os expoentes criticos
da transicao de fase. Visto que, é possivel extrair essas relagoes em termos de leis de
poténcia que caracterizam o comportamento das grandezas nas vizinhangas da transicao

de fase continua [15].

Como na criticalidade o sistema se apresenta altamente correlacionado, dizemos que
o comprimento caracteristico do sistema na regiao critica ¢ o comprimento de correlacao
do pardmetro de ordem [57]. Porém, nos sistemas finitos, especialmente em simulagoes, £
é limitado pela dimensao do sistema [15, 60]. Se L >> £, os efeitos do sistema finito nido
sao relevantes [60]; mas, se L << &, as correlagoes de grande alcance sdo excluidas, as
divergéncias dos pardmetros termodindmicos desaparecem e o ponto critico é deslocado

[57]. Percebemos, entdo, que ha uma dependéncia de £ com L:

¢~ L. (3.58)

Se levarmos em consideracao a Equacao 3.55, temos:

t~ e, (3.59)

Logo, podemos afirmar que a dependéncia de £ e L pode ser associada a temperatura
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reduzida da seguinte forma:
t~ LYY (3.60)

Retornaremos nessa defini¢do mais adiante.

Se um sistema ¢é suficientemente grande, em uma determinada temperatura 7'
proxima da temperatura critica a energia livre de Gibbs pode ser dividida em uma parte

singular (G5) e em uma parte nao singular (G,s) [60, 73]:
G(t,H) = Gs(t, H) 4+ Gps(t, H), (3.61)

Se este sistema tiver condi¢oes de contorno periddicas, a parte nao singular sera indepen-
dente do tamanho do sistema. J& a parte singular é representada pela seguinte fungao

homogénea generalizada [52, 57
Gy(t, H) = AG, (A", A’ H), (3.62)

onde A é um pardmetro arbitrario (pode assumir qualquer valor) e os termos a e b sdo
dois expoentes bem definidos que dependem do sistema. Devido a arbitrariedade, é correto

1/a

considerar que A% = 1, consequentemente A = ¢t~/ Logo, a Equagao 3.62 pode ser

reescrita da seguinte forma [57]:

Gy(t, H) = t7V°G,(1,t7 Y H). (3.63)

Nos sistemas magnéticos o parametro de ordem, o calor especifico e a susceptibili-
dade magnética podem ser obtidos através das derivadas da Equacao 3.63. Podemos ver
que resultados dessas derivagoes sustentam as relagoes propostas nas Equagoes 3.48 a 3.50,

além de definir os expoentes criticos a, 3 e 7.

O parametro de ordem em T' < T, é:

= = GHIG (1,7 ), (3.64)

T

=3 (2)

onde N representa o niimero de particulas.
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Considerando a defini¢ao da susceptibilidade magnética fornecida pela Equacao

3.35 e a relacao da Equacao 3.64, podemos considerar para T" > T:

8771 1 32G 1,20 ”
_— _— e — s — _(EJ'_F) —b/a
X <8H>T N<8H2 >T t G (1, £ H). (3.65)

Na auséncia de campo magnético, as relagoes das Equacgoes 3.64 e 3.65 se tornam:

m(t,0) = —tGTDGE.(1,0) = =t~ Gt (3.66)
e
x =t GG (1,0) =t Gy, (3.67)
Logo, podemos extrair as seguintes defini¢oes para os expoentes criticos 3 e 7:
1 b
e
1 2b
vy=—-+—. (3.69)
a a

Ja sabemos que o calor especifico é definido pela Equacao 3.43, considerando H
constante. Se determinarmos a primeira derivada da energia livre de Gibbs com respeito a

temperatura, encontramos:

aG 1 1 b 1,0 !
2 = =t GG, Y ) — —t GtV HG (1,67 ). :
( aT >H a GS( ) ) a Gs( ) ) (3 70)
A segunda derivada fica:
G\ A+ B (3.71)
or: ), ’ '

onde

1 1 1 b 1 /
A=t L rte, e 1 Dt ag ) (372)
a
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blb 1 / 6212 1/
B::<+—+l)t(NZ+mHG41JWUﬂ—%<)t(a+f”UFGgﬂ¢Wﬂﬂ.(37&
a a

a a

A campo nulo para T > T,, o calor especifico fica:

T /71N /1 (1 (L
o= _N(a> ( " 1)t @G(1,0) = e, (3.74)

Logo, é possivel extrair a seguinte definicdo para o expoente a:

1
a=_-+2 (3.75)

Em posse das relagoes de «, 3 e v conseguimos definir que

a+28+y=2. (3.76)

A definicao da Equacao 3.60 contribui para as seguintes relagoes:

ey = L ¢, (3.77)
m(t,0) = L™%my, (3.78)

(§
x=L""xo (3.79)

A teoria de escala possibilita extrapolar os dados de um sistema finito com diversos
valores de L no limite termodinamico (ou seja, quando L — o0), possibilitando encontrar
a temperatura e expoentes criticos do sistema infinito [15]. Para isso s6 precisamos realizar
o logaritmo das Equagoes 3.77 a 3.79 (conforme demonstrado a seguir) e realizar um ajuste

de curvas linear simples [75, 76].
In{cu(T,)} = %ln{L} +In{co); (3.80)

In{m(T.)} = ﬁln{L} + In{mo}; (3.81)

v
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In{xn (1)} = Lin{L} + In{xo}. (3.82)

As relagoes 7, %’3 e * correspondem as inclinagoes dos ajustes dos gréficos log-log.
Porém, percebemos que ha a necessidade de encontrar primeiro a T, e o expoente critico
v, para em seguida achar os expoentes criticos a, § e 7. J& sabemos que o expoente v esta
associado ao comprimento de correlagao ¢ (veja a Equacao 3.55). Logo, a temperatura
critica de um sistema no limite termodinamico pode ser obtida por meio de um ajuste de
curvas linear simples da temperatura pseudo-critica para cada L (TF) em relacio a L™,
haja vista que T, é a interseccio deste grafico com o eixo das temperaturas T [15, 57, 60].
E importante destacar também que quando L — 0o, a temperatura 7. 'L do sistema finito

obedece a seguinte lei de escala [15, 60]:

T =T, +wL™Y". (3.83)

As relacoes apresentadas pelas Equagoes 3.77, 3.79 e 3.83 se referem a transicao
de segunda ordem. Nas transi¢oes de fase de primeira ordem, os seguintes parametros

termodinamicos escalam com L? (sendo d a dimensdo do sistema)[57, 60, 77]:

T =T, +wL™, (3.84)
cy = L (3.85)

€
x = Liyo. (3.86)

E importante destacar que os parametros cg, mg e o, presentes nas Equagoes 3.80
a 3.82, sao chamados de fung¢des de escala e ndo dependem da dimensao linear do sistema.

Em funcao disso, nas estimativas deste trabalho nao consideramos esses parametros.

3.4 Transicao BKT

O modelo XY classico 2D ¢é especificamente utilizado para estudar defeitos topo-
16gicos do tipo vértice, em sistemas bidimensionais. Os filmes finos* supercondutores ou

superfluidos sdo da mesma classe de universalidade que magnetos planares [80]; em fungao

Um filme fino pode ser compreendido como uma deposi¢ao de uma camada de um material sobre um
substrato, com a finalidade de modificar ou ajustar propriedades superficiais deste substrato [78].
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disso, podemos utilizar o modelo XY classico 2D para compreender a transicao de fase
topologica destes sistemas [81]. A energia livre deste modelo corresponde exatamente a
energia de vértices em filmes de hélio superfluido, por exemplo [82]. Pensando nessas infor-
magoes, podemos levantar a hipétese de que o modelo de clock de p-estados bidimensional
também poderia ser utilizado para simular e estudar estes sistemas, dependendo do valor
intermediario de p; ja que este modelo equivale ao modelo XY cléassico 2D discretizado
[33].

O filme fino supercondutor pode apresentar propriedades magnéticas interessantes,
dependendo da técnica de deposicao, o que favorece a sua aplicagdo em dispositivos
eletronicos. Por este motivo, ha um interesse significativo em estudar diferentes técnicas
de nanofabricacao de supercondutores e compreender a nucleacao e a movimentacao de
vortices nestes sistemas. A descricao da dinamica destes defeitos topoldgicos, da primeira
nucleacao até a acomodagcao de varios vortices, depende dos seguintes fatores: temperatura,

campo magnético externo aplicado, tipo de material e geometria da amostra [83].

Um vortice é uma configuracao onde os spins giram em torno de ponto central.
Longe do centro, os spins apontam quase em uma mesma dire¢do. No centro do vértice os
spins apresentam um comportamento de singularidade, ou seja, nao é possivel escolher
uma direcdo em que os mesmos irdo apontar. Se alterarmos a orientacao de um spin, o

vortice permanece na rede porque sao excitagoes topologicas de alta energia.

A soma da diferenca entre os angulos dos spins num caminho fechado percorrido
no sentido horéario em torno do centro do vértice ¢ igual a +27. J& no sentido anti-horario,
ou seja, no anti-vortice essa soma ¢é igual a —27. Por isso, os angulos dos spins da rede
sao multiplos de 27. Na Figura 15 podemos ver os tipos de pares de vortice de carga +1
(esquerda) e o anti-vértice de carga —1 (direita), devidamente ligados, que podem ser

vistos em sistemas ferromagnéticos bidimensionais.

A pertubacdo da ordem provocada pelo par de vértice e anti-vortice é local e
limitada. Ou seja, com excecao da regiao central onde o par de vértice e anti-vortice estao

ligados, os spins mais distantes tendem a se orientar praticamente em uma mesma diregao.

O moédulo de helicidade mede a resposta do sistema ao aplicarmos uma pequena
torcao nos momentos magnéticos. Isto €, essa grandeza consegue medir todos os vortices e
antivéortices que surgem na criticalidade BKT. A helicidade na direcao &, para o modelo
XY 2D, é dada por [64]:

2
To = —5(E) = B( | = I 20 - &)(ofo] —alof) | ), (3.87)
i#j

onde (E) é a energia média por spin, enquanto o¥ e o} se referem ao i-ésimo momento

magnético na dire¢do x e y, respectivamente. Logo, o7 e aé/ representam o vizinho do
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Figura 15 — Representagao esquematica dos pares de vortice e anti-vortice ligados
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Fonte: [84].

momento magnético do sitio 4, nas direcoes x e y. J& 75; é a distancia entre o momento

magnético do sitio ¢ e seu vizinho do sitio j.

A energia necessdria para o surgimento de um tnico vértice é dada por [64]:

L
Eﬁnico vortice — Jr <_> 5 (388)
a

onde L é o tamanho de rede e a é o espagcamento da rede. Logo, o custo energético do
surgimento de um vértice esta diretamente relacionado com o tamanho do sistema. Ja a

energia necessaria para criar um par de vortice e anti-vértice é dada por [64]:

By = J210 (g) (3.89)

onde r é a distancia entre os centros dos vortices. Portanto, somente os pares de vortices e
anti-vortices podem ser excitados por flutuagoes térmicas em sistemas grandes, ja que a

energia envolvida ¢ menor.
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Devido a dimensao mais baixa dos sistemas bidimensionais, as flutuagoes térmicas
sao muito significativas e nao ha uma ordem de longo alcance; consequentemente, nao ha
transi¢ao do tipo ordem-desordem [1]. Todavia, apresentam transi¢do de ordem infinita
entre um estado de ordem topoldgica e um estado de desordem, conhecida como transi¢ao
BKT [85].

A transicao de fase BKT foi apresentada por J. Michael Kosterlitz e David J.
Thouless, em 1973 [46]. Vadim Berezinskii também realizou um estudo sobre esse tipo de
transicao e chegou a publicd-lo um ano antes [86], mas somente em periédico soviético.
Por este motivo, algumas literaturas se referem a esse fendmeno simplesmente como
transicao de fase KT. Mas foi em 2016 que David J. Thouless, J. Michael Kosterlitz
e F. Duncan M. Haldane foram agraciados com o prémio Nobel de Fisica em virtude
das descobertas tedricas a respeito das fases topoldgicas da matéria, que contribuiram
de forma significativa para o entendimento dos estados da matéria, e sobre a transicao
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [87].

Esse tipo de transicdo de fase ocorre por causa da presenca de defeitos topoldgicos
do tipo vortice na rede cristalina do material. Mais especificamente, em baixas temperaturas
os materiais ferromagnéticos apresentam voértices e anti-vortices ligados em pares (iguais
ao que vemos na Figura 15) que provocam excitagoes topologicas estéveis [85]. Em altas
temperaturas, esses pares tendem a se dissociar [64]; porém, a desvinculagio total dos

pares de vértices e anti-vortices ocorre na temperatura critica [85].

O software open source STP-XYModel [88] é utilizado pela comunidade académica
para estudar o comportamento dos pares de vértice e anti-vortice do modelo XY bidimen-
sional, conforme a temperatura do sistema é modificada. Esta ferramenta computacional
possibilita controlar a quantidade de diregoes simétricas que o spin pode assumir na rede
quadrada. Desse modo, realizamos as configuragoes devidas para visualizar a dinamica
de spins do modelo de clock 2D para p = 7, em um tamanho de rede L = 20. Na Figura
16 podemos ver: (a) o comportamento ordenado deste sistema em uma temperatura
baixa (T = 0,1 J|&|*/kg), (b) a presenga de pares de vértice (quadrado azul) e anti-
vortice (quadrado vermelho) ligados também & baixa temperatura (T = 0,85 J|5|?/kp)

e (c) o desaparecimento dos pares de vortice e anti-vértice em uma temperatura elevada
(T = 3,0 J|3 k).

Em baixas temperaturas existem poucos pares de vortice e anti-vortice porque
a sua criacao exige muita energia. Logo, esses pares limitados nao afetam de forma
significativa as correlagoes a longa distancia. A medida que a temperatura aumenta,
ocorre o desacoplamento dos vortices. Logo, em um estado completamente desordenado a
altas temperaturas, os pares de vortices e anti-vortices se desvinculam e passam a existir
livremente pela rede, provocando um efeito de desordem. Por consequéncia, o sistema

perde as correlagoes entre os spins muito distantes.
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Figura 16 — Comportamento dos spins do modelo de clock 2D para p =7
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Fonte: elaborado pelo autor por meio do STP-XYModel [88].

O surgimento e a dissociacao dos vortices ocorrem entre as fases ordenada e
desordenada. O estado da matéria referente a essa regiao é mais ordenado do que a fase
desordenada, porém nao ¢ possivel encontrar um padrao de ordem local nessa regiao.
Portanto, a fase BKT nao é uma fase desordenada e nem verdadeiramente ordenada. Mas

sim, definida como um estado de quase-ordenamento da matéria.

A transicao BKT segue uma lei de poténcias para T' < Tyt e tem um decaimento
exponencial para T > Tgir. Sendo assim, a funcao de correlacao segue as seguintes

relagdes para a transicao BKT [64]:

L(r) ~ ™", para T < Tpr; (3.90)

L(r) ~ e para T > Trrr. (3.91)

Percebe-se que o expoente critico n possui um dependéncia com a temperatura reduzida ¢,

que é expressa como

T
t =

Tsrr

~ 1. (3.92)

Como a transicao topolégica diverge para todos os pontos em baixas temperaturas e
apresenta um comportamento exponencial em temperaturas elevadas, o comprimento de

correlagdo £ possui o seguinte comportamento [64]:

& ~oo, para T < Tgir; (3.93)
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E~e" para T > Tggr. (3.94)

Ja o comportamento de escala para o calor especifico e para a susceptibilidade magnética,

neste tipo de transicao é dada por [64]:

cu(t,H=0)~ &2 (3.95)

x(t, H =0) ~ 210, (3.96)

O calor especifico nao diverge quando |t| ~ 0. Contudo, essa grandeza apresenta um pico
imediatamente apos a temperatura critica Tggr. Por este motivo, temos a impressao que
o sistema apresenta uma transicao de segunda ordem neste ponto, onde de fato ha uma

transicao BKT-desordem.
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4 Simulacao computacional

A analise canonica utiliza alguns conceitos de probabilidade para se conectar com
a termodinamica e definir as quantidades termodindmicas de interesse em um modelo de
spins, como: energia interna, magnetizacao, calor especifico e susceptibilidade magnética.
Pensando nisso, apresentamos primeiro uma revisao sobre estes conceitos e em seguida
discutimos a respeito do ensemble candnico que nos leva até a personagem principal
em questao: a funcdo de particdo candnica. Outras informacoes relacionadas, direta
ou indiretamente, com a obtenc¢ao dos zeros da funcao de particao canonica e com o
desenvolvimento da simulacao computacional deste trabalho, também serao apresentadas

neste capitulo.

4.1 Conceitos sobre estatistica e probabilidade

Tendo em vista uma revisao mais clara e objetiva, separamos os conceitos de
interesse sobre probabilidade e algumas nocoes de estatistica. Na parte que se refere a
estatistica, definimos e explicamos os parametros estatisticos, ligados a uma distribuicao

de probabilidade, que serao utilizados mais adiante.

4.1.1 Probabilidade

O espago amostral (ou espago de probabilidades) representa todos os resultados que
podem ocorrer em um experimento aleatoério, ja o evento é um subconjunto de resultados
deste espago amostral [89, 90, 91]. Além disso, temos também o evento simples (ou evento
elementar) que é um resultado (ou evento) que nao pode mais ser decomposto em resultados
mais simples, isto é, consiste em um tnico resultado possivel [92, 93]. Consideremos que

um espacgo amostral A possui M resultados possiveis:
A:A17A27A37"' 7AM (41)

Considere que em N amostragens desse espaco o evento A; seja observado N, vezes, a

probabilidade do evento A; ocorrer é

P, = P(A;) = lim Y. (4.2)
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Logo, a probabilidade P; deve satisfazer a seguinte condigao [89, 92]:

0< P <1. (4.3)

Se dois eventos A; e Ay nao podem ocorrer simultaneamente, dizemos que estes
sao eventos mutuamente excludentes (ou disjuntos). Isso ocorre porque os eventos A; e Ay
nao possuem resultados em comum (a intersecgao ¢é vazia) [89, 91], ou seja, a ocorréncia
de A; impossibilita a ocorréncia de Aj. Logo, a probabilidade da intersecgao entre os dois

eventos ¢ nula [89]:

P(A; N Ay) = 0. (4.4)

A uniao entre dois eventos A; e A ¢ definida como o evento que consiste em todos
os resultados possiveis em cada um dos dois eventos [91]. Isto é, pode ocorrer apenas o
evento A;, ou s6 o evento Ay, ou A; e A; simultaneamente. Em funcao disso, podemos

representar a probabilidade da uniao entre dois eventos por meio da regra da adigao:
P(A; UAL) = P(A)) + P(Ar) — P(A; N Ay). (4.5)

Essa regra pode ser simplificada se, e somente se, os eventos A; e A forem mutuamente

exclusivos. A partir da Equagao 4.4, podemos obter:
P(A; UAL) = P(A;) + P(Ay). (4.6)

Se todos os eventos do espaco amostral A sdo mutuamente excludentes, entao a soma das

probabilidades ¢ igual a 1 [92]:

P(A) = P(A)) + P(As) + P(A3) +---+ P(Ay) = 1. (4.7)

A partir de agora, trataremos de eventos sequenciais. Em func¢ao disso, utilizaremos
a variavel P para nos referir a probabilidade da interseccao entre dois eventos sequenciais,
e entdo evitar uma ambiguidade em relagdo a Equacao 4.4. A probabilidade do evento Ay

ocorrer, na hipétese do evento A; ter ocorrido é representada da seguinte forma:

P(A; N Ay)

P(44l4) = =57

(4.8)
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onde P(Ag|A;) é a probabilidade condicional. Como o evento A; ocorreu, A; passa a ser o

novo espaco amostral [92]. Utilizando a regra da multiplicagdo, podemos encontrar:

P(A; N Ay) = P(AR)A)) - P(A;). (4.9)

Logo, podemos obter a probabilidade da interseccao por meio do produto entre uma

probabilidade marginal e uma probabilidade condicional.

Os eventos A; e A, sdo considerados independentes se, e somente se, a probabilidade
do evento Ay, ocorrer nao é afetada pela ocorréncia, ou nao, do evento A; [92]. Podemos

verificar se dois eventos sao independentes de duas formas:

P(A;j|Ar) = P(4;) (4.10)

P(AA;) = P(A,). (4.11)

Desse modo, se o evento A; ¢ independente de Ay, espera-se que A; também seja in-
dependente de A;. Logo, temos outra alternativa para determinar a probabilidade da

interseccao:

P(A; N Ay) = P(A;) - P(Ay). (4.12)

4.1.2 Estatistica

Na estatistica, definimos como populagao o conjunto formado por todos os indivi-
duos ou objetos que precisamos examinar para tirar conclusdes. Como na grande maioria
das vezes é muito dificil ou impossivel analisar toda populacgao; utilizamos uma pequena
parte dela, chamada de amostra. Logo, o processo de inferéncia estatistica se refere a acao
de inferir certos fatos sobre a populacao, a partir dos resultados estatisticos apresentados

pela amostra [92].

As amostras podem ser extraidas da populacao por meio de métodos de amostragem
probabilisticos ou nao-probabilisticos. A amostragem probabilistica é aquela em que os
elementos da populagao sao coletados aleatoriamente. Ou seja, possuem a mesma probabi-
lidade de fazer parte da amostra. J4 a metodologia de amostragem nao-probabilistica é

aquela em que ha uma escolha deliberada dos elementos da populacao, isto é, a escolha
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depende de critérios ou julgamentos. Consequentemente, os elementos nao possuem a

mesma probabilidade de fazer parte da amostra.

Em algumas situagoes é necessario resumir certas caracteristicas das distribuigdes de
dados (ou das distribuigoes de probabilidades) por meio de medidas, capazes de quantificar
alguns aspectos de interesse. Existem duas classes dessas medidas: as medidas de posicao
(ou de tendéncia central) e as medidas de dispersao (ou de variabilidade). A medida de
posigao representa um valor no centro ou no meio de um conjunto de dados; mas, como ha
diferentes formas de definir o centro de um conjunto de dados, existem diferentes defini¢oes

de medidas de posicdo. A que mais nos interessa no momento é a média.

A média amostral é considerada a melhor estimativa pontual da média populacional
porque nao tende a superestimar ou subestimar o valor populacional. Uma vez que, essa
medida procura centralizar em torno do valor da média populacional, com uma variacao

consideravelmente baixa.

Todavia, ¢ relevante destacar que tanto a média amostral quanto a média populaci-
onal sdo igualmente sensiveis a valores muito grandes ou muito pequenos. Além disso, nao
ha distin¢ao nas maneiras de se calcular essas duas medidas de tendéncia central. Baseado
nesses motivos, apresentamos apenas a definigdo da média populacional (também chamada

de valor médio).

A média de uma quantidade de interesse do experimento, como a energia e/ou a
magnetizagao, pode ser determinada somando todos estes valores obtidos e dividindo o

total por N. Isto é, calculando a média aritmética comum:

A+ Ay + Az +---+ Ay j'vzlAj
Iz N N (4.13)

Podemos mensurar ;¢ de uma forma mais robusta: somando os produtos de cada
quantidade de interesse pela sua respectiva frequéncia absoluta e dividindo o total por N.
Logo,

N
w=) A;-P; (4.14)

J=1

onde P; é a probabilidade.

As medidas de dispersao sao as responsaveis por informar o quanto os dados de
um determinado conjunto estao dispersos em relagao a regiao central. Ou seja, servem
para informar o grau de variacdo existente no conjunto de dados, seja ele amostral ou
populacional, em relacdo a média, por exemplo. Apresentamos a seguir as seguintes
medidas de variabilidade: varidncia (amostral e populacional) e desvio-padrao (amostral e

populacional).



Capitulo 4. Simulag¢do computacional 60

A varidncia amostral, comumente representada por s?, é dada por

N A)2
2 j:l(Aj B A)
s = N1 : (4.15)

onde N é o tamanho da amostra e A é a média amostral dos resultados possiveis de um
determinado conjunto amostral do experimento A. Ja a variancia populacional, indicada

por o2, é dada por

N 2
2 j:l(Aj — i)
o° = N , (4.16)

onde p é o valor médio de todos os resultados possiveis do experimento A.

O desvio-padrao, seja ele amostral ou populacional, é definido como a raiz quadrada
da variancia. Logo, calculamos o desvio-padrao de um conjunto de valores amostrais da

seguinte forma:

- XA - A)?
s:\/S_—J T (4.17)

Ja o desvio-padrao populacional é dado por

J:\/;:\/Zj_l@?\;_ﬂ)‘ (4.18)

Tanto na Mecanica Quéntica quanto na Mecanica Estatistica, existe o interesse em
determinar o valor médio de uma distribuicao de probabilidades de varidveis aleatorias

discretas. Logo, u passa a ser um valor de interesse que, entao, é chamado de valor esperado.

O valor esperado F(X) de uma variavel aleatéria discreta X representa a média
de todos os valores que esperariamos obter, caso a variavel X fosse medida um niimero
muito grande de vezes. Sendo assim, o valor esperado é uma média ponderada de todos os
valores possiveis de X. O peso, ou ponderacao, de cada valor equivale a probabilidade de
X tomar esse valor. Portanto, o valor esperado de X ¢ frequentemente chamado de média
da distribuicao de X [90].

Logo, o valor esperado do experimento aleatério A é definido como

E(A)=p=>"A;-P, (4.19)
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Desse modo, por uma questao 6ébvia temos que

N
E(A*) =) A% P (4.20)
j=1
Ja a variancia do experimento aleatério A, isto é, o valor esperado dos desvios
quadraticos é dado por
N
o = B|(A= 2| = S (4; — ? - (4.21)

Jj=1

Se determinarmos o produto notavel, temos que

o? =Y (A —24;u+1i®) - Pj. (4.22)

7j=1
Podemos reescrever esta soma longa da seguinte forma:
N N N
02:(ZAJQ"PJ)—<2MZAJ"PJ'>+<MQZPJ‘>- (4.23)
j=1 j=1 j=1

Considerando a Equacao 4.19 e que a soma das probabilidades deve ser sempre igual a 1,

temos que

N N
o= (L an) ot = (L) - (4.21)
j=1 Jj=1

J4 que o valor esperado de A equivale a 1 e como j& conhecemos a defini¢do do E(A?) (veja
a Equacao 4.20), podemos estabelecer que a varidncia de um determinado experimento

aleatério A é dada por

o? = B(A%) — [E(A)r. (4.25)

Contudo, por uma questao de formalismo [11], o valor esperado é dado por

(4) =4, P, (4.26)

N
J=1
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Sendo assim, podemos estabelecer que a definicao ideal da variancia é
0? = (A%) — (4)*. (4.27)

J& o desvio-padrao é dado por

o = Vo = (%~ (7. (429

Logo, podemos estabelecer o erro-padrao, associado a estimativa do valor médio, como
E={—==—= (4.29)

4.2 Ensemble canonico

Considere um reservatério térmico (R) a uma temperatura 7" em contato com um
sistema termodindmico simples (S), por meio de uma parede diatérmica, fixa e impermeavel.
Se o reservatorio R for muito maior que o sistema S (veja a Figura 17), entdo o niimero

de graus de liberdade (£2) que descreve R é muito maior que o de S [53]. Isto é, Qr > Qg.

Figura 17 — Sistema S em contato com o reservatério térmico R

Fonte: elaborado pelo autor a partir de [53].

Em sistemas ergddicos, se o sistema composto (S + R) estiver isolado, com energia
total Uy, e todos os seus microestados sao igualmente provaveis, a probabilidade P; de

encontrar o sistema S em um determinado estado microscopico j é dada por

Pj =cC- QR<U0 — Uj), (430)
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onde ¢ ¢ uma constante de normalizacao e U; ¢ a energia do sistema S no estado microsco-
pico j. Como o reservatoério térmico R é muito grande, entao a energia U; é muito menor
do que a energia Uy, para qualquer estado microscépico j [53]. Determinando o logaritmo

da Equacao 4.30, encontramos:

O segundo postulado da Mecanica Estatistica define a entropia como
S(U,V,M,N) = —kg>_ P;In(F;), (4.32)
J

onde kp é a constante de Boltzmann. Contudo, é a seguinte definicao, estabelecida pelo

logaritmo de €2, que possibilita a conexao do ensemble microcanénico com a entropia:
S(U,V,M,N) =kgIn{Q(U,V,M,N)}. (4.33)
Substituindo essa definicao na Equacao 4.31, encontramos:

In () = In (c) + I;S(UO _ Uy, (4.34)

Como o logaritmo de uma constante é outra constante (In(c) = const), entao

podemos reescrever a Equacao 4.34 da seguinte forma:

1
In (P;) = const + k—S(Uo —Uj). (4.35)
B

Se expandirmos a Equacao 4.35 em uma série de Taylor, em torno de Uy, encontramos:

1 [0S 1 (828 )

Considerando a defini¢ao da Equagéo 3.19 e que a temperatura é constante (T' = T),

(53)-3)

entao temos que
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Logo, a Equacao 4.36 se torna:

In (P;) = const — U,. (4.38)

kgT
A Mecénica Estatistica estabelece que o beta termodinamico é definido pela seguinte

notacgao:

1
=, 4.
b= (4.39)
Assim sendo,
In (P;) = const — SU;. (4.40)

A funcao exponencial y = e” é a inversa da funcao logaritmo, isto é,

y=-¢€"<x=In(y). (4.41)

Dessa forma, podemos reescrever a Equacgao 4.40 e obter a distribuicao de Boltzmann:

(4.42)

onde Z ¢ a constante de normalizacao.

Contudo, P; é a probabilidade de encontrar o sistema S em apenas um estado
microscopico j. Como S pode estar em qualquer estado microscépico j, entao é necessario
efetuar uma soma, em j, de P; para encontrarmos a representacao da func¢ao de particao

no ensemble candnico:
Z=>Y e, (4.43)
J

onde j ¢ o indice de microestados do sistema e U; representa a energia total do sistema no
respectivo microestado j [53]. A partir de agora, iremos nos referir a fun¢ao de partigao

canonica apenas como funcao de particao.

Logo, podemos definir a fungao de partigdo como a soma (sobre todos os estados
microscopicos) que estd associada a normalizagdo da probabilidade P; [53]. Ou seja, para
um conjunto candnico classico e discreto, a fun¢do de particdo candnica é responsavel por

descrever as propriedades estatisticas do sistema no limite termodinamico.
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4.3 Andlise canonica e grandezas de interesse

Como as transi¢oes de fase sao caracterizadas por divergéncias, um método natural
para determind-las é através da analise dos picos e "ombros" nas fungoes termodinamicas.
Um sistema termodinamico, com volume e temperatura constantes, pode ser descrito pela

energia livre de Helmoltz, que se conecta com o ensemble canonico por meio da relagao
1
F = 3 In Z, (4.44)

onde Z é a funcao de parti¢do e 8 é o beta termodindmico (Equagao 4.39).

No limite termodinamico, a energia interna U ¢ igual ao valor esperado da energia

E(X) e pode ser escrita como

Xi) e PE
U= @)=y A —— % EQ(EZ> (4.45)

onde o primeiro somatorio é feito para todas as configuragoes X; e o segundo para todas a

energias F, no qual g(F) representa o nimero de estados com energia . Como

Z = Ze‘ﬁE(X") => " g(E)e PP, (4.46)
i E
temos que
0z ~BE(X) 88
O = Y B(X)e ) = _ 3 Bg(B)e ", (4.47)
2 ; 7
assim sendo,
107 JOlnZ
-2 . 4.4
u Z 0B ap (4.48)

Conforme vimos na Equacao 3.34, em sistemas magnéticos ¢ interessante trabalhar

com a capacidade calorifica a campo magnético H constante,

0Q
- (22) »

Como d@ = TdS, temos que

08 1 [0S
u-r(2) (). aso
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A partir da Equagao 4.39, temos que T = 1/kpf3, assim sendo dT = (—1/kgB?)dfs ,

portanto

S -

Para a energia livre de Helmoltz a entropia é dada por

or oF
5=~ (o), =47 (5), .

considerando a Equacao 4.44, temos que

S =kplnZ — kpp (ag;z) . (4.53)
H

Logo,

0?InZ
CHZk?BﬁQ( agg )H:k352

2( X\ BE(X) NeBE(Xi) 2
> = (XJZ - (Z E(X’)Z ) ] (4.54)

(2

Portanto, a capacidade calorifica pode ser vista como uma funcao da variancia da energia,

ou seja, mede a flutuacao da energia. Logo,

Cy = kpp® ((E*) = (E)?) = kppa*(E). (4.55)

O calor absorvido (ou cedido) por (ou de) um sistema devido a um estimulo de

temperatura por nimero de particulas é dado pelo calor especifico, definido como

CH

_ Cu _ ksf’ (a? 1nz>  kpp?
H

N~ N o 7 (E) —(B?). (4.56)

A susceptibilidade magnética pode ser calculada do mesmo modo, através da

flutuacdo do parametro de ordem (magnetizacao) [18]. Sendo assim,

xr =22 (002 — (). (4.57)
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4.4 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo foi proposto oficialmente pelo mateméatico Stanistaw
Marcin Ulam na Segunda Guerra Mundial (1939-1945), durante a sua participagdo no

!, no laboratério americano Los Alamos [95]. O desenvolvimento

Projeto Manhattan
do método também contou com o apoio dos cientistas Jon von Neumann e Nicholas
Constantine Metropolis. A ideia central do projeto era usar a aleatoriedade, isto é, o acaso
para estimar informagoes de interesse a respeito da difusdo de particulas em reagao nuclear

96, 97, 9.

Por se tratar de um projeto secreto, Metropolis sugeriu utilizar o codinome "Monte
Carlo" para a técnica; em referéncia aos jogos de azar de um famoso cassino de Monaco,
no qual o tio de Ulam jogava com dinheiro emprestado [97]. Logo, a simula¢ao do método
de Monte Carlo foi fundamental para resolver problemas de otimizacao e computar valores

relacionados ao desenvolvimento da bomba de hidrogénio.

Em geral, o método de Monte Carlo é utilizado para solucionar alguns problemas,
considerados demasiadamente complexos para resolver analiticamente. Ou também, para
simular alguns fend6menos com incerteza significativa e determinados sistemas com um
nimero muito elevado de graus de liberdade acoplados. Por este motivo, essa técnica ¢é
amplamente utilizada em diversos ramos da ciéncia, como: fisica, matematica, estatistica,
engenharia, finangas e negcios, entre outras. A estimativa numérica do valor de 7 (também
conhecido como constante de Arquimedes) é um exemplo classico do método de Monte
Carlo.

4.4.1 Gerador de nimeros pseudo-aleatérios

Conforme ja adiantamos, os experimentos de Monte Carlo utilizam a aleatoriedade
para estimar resultados numéricos. Essa aproximacao é feita por meio de um espalhamento
uniforme de pontos sorteados aleatoriamente. Se estes pontos nao forem espalhados
uniformemente, a aproximacao pode ser considerada ruim. Além disso, a aproximacao

melhora a medida que a quantidade de pontos amostrados aumenta.

Um nimero aleatorio pode ser definido como uma amostra independente de uma
distribui¢ao uniforme e continua no intervalo I = [0, 1] [91]. Além de serem aplicados
em simulacoes de fendmenos fisicos, os nimeros aleatorios também sao 1teis: no processo
de coleta de amostras de populagoes, na programacao de computadores, na tomada de
decisoes, entre outros. Antes da computacdo moderna, os nimeros aleatérios eram obtidos

através de sorteios ou por meio de tabelas de niimeros aleatérios ja existentes.

O Projeto Manhattan foi um empreendimento secreto americano, responsavel pelo desenvolvimento
das primeiras bombas atdmicas funcionais ("Little Boy" e "Fat Man") que foram langadas no Japao,
especificamente sobre as cidades de Hiroshima e Nagasaki [94].
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Contudo, a grande maioria dos computadores digitais contemporaneos nao produz
numeros verdadeiramente aleatorios. Tecnicamente, o que ocorre € a utilizagao de algoritmos
para aproximar algumas propriedades das variaveis aleatérias. Uma vez que, a produgao
de um gerador de niimeros aleatorios eficiente, que utilize métodos aritméticos, nao é uma
tarefa simples de ser implementada. O préprio Jon von Neumann, que foi um pioneiro dos
geradores de nimeros aleatérios por meio de computadores, acreditava que a producao
de digitos através de alguns métodos aritméticos nao era completamente eficiente [99].
Esses niimeros que "simulam" o comportamento dos nimeros aleatérios sao chamados de

pseudo-aleatorios.

Gerar numeros pseudo-aleatorios é um processo rapido e de baixo custo computacio-
nal. Por este motivo, optou-se por utilizar o gerador de niimeros pseudo-aleatérios proposto
por George Marsaglia e Arif Zaman. As informagoes completas a respeito deste método
aritmético podem ser consultadas em [100]. Assim como os demais geradores de nimeros
pseudo-aleatoérios, este método aritmético precisa de pelo menos um valor inteiro para
inicializar o processo de geragao de uma sequéncia ciclica de niimeros pseudo-aleatérios.
Esse ponto exato de inicio é chamado de seed ("semente', em inglés). Neste trabalho,
as sementes sao geradas no algoritmo da simulagdo computacional (em linguagem de
programacao Fortran90) utilizando as informagoes vigentes de data e hora do computador,
no momento da compilagdo do cddigo, por meio da rotina DATE_AND_TIME(date, time,

zone, values). As informagoes detalhadas desta rotina podem ser consultadas em [101].

4.4.2 Meédias termodinamicas

O valor esperado de alguma propriedade termodindmica A (por exemplo, magneti-
zacao e energia) pode ser obtido através de uma média ponderada de todos os estados de

um sistema S, onde o peso é dado pela distribuicao de Boltzmann:

e PU;

(A) :ZAj-Pj:ZAj-T. (4.58)

Como é impossivel visitar todos os estados acessiveis do sistema, podemos utilizar
o método de amostragem por importancia (importance sampling) para determinar o valor
esperado de cada grandeza de interesse. Esse método possibilita estimar o valor esperado
de A, a partir de uma parte do sistema. Se sortearmos uma amostra das configuragoes do
sistema, podemos substituir a soma de todos os estados possiveis do ensemble por uma

soma das N configuracoes desta amostra:

N e~ BUj
(A) ~ ZA]- T (4.59)

Jj=1
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A estimativa do valor médio de A converge para o resultado exato quando a amostra for
suficientemente grande, pois os estados significativos terdo uma maior probabilidade de
serem escolhidos. Tendo em vista que Z é uma constante de normalizacao, e a partir da

Equacao 4.43, podemos estabelecer que

(A~ — N Aje Vi =2 (4.60)
7 Jzz:l J E;V:1 e—BUj

Se uma determinada configuracao A; é selecionada com uma probabilidade P; =

e PYi /7 podemos reescrever a estimativa da média candnica da seguinte forma:

N AP v 7 A,

(4) ~ ST N
jor By len =z

(4.61)

Desse modo, a estimativa da média candnica de A pode ser escrita como uma média

aritmética:

N A

(A) ~ % (4.62)

E importante destacar que essa estimativa pode apresentar erros sistematicos, se utilizarmos

uma regiao restrita do espago de configuragoes do sistema.

4.4.3 Cadeia de Markov

Um processo estocastico é definido como um conjunto (ou familia) de variaveis
aleatérias (discretas ou continuas) definidas no mesmo espago de probabilidade. O objetivo
desta "colecao" de varidveis é estudar a evolucao de um sistema ao longo do tempo. A
propriedade de Markov (esse nome é em homenagem ao matematico Andrei Andreyevich
Markov) estabelece que os estados anteriores nao influenciam a predigdo dos estados
seguintes, desde que o estado atual seja conhecido [102]. Desse modo, o processo estocastico
¢é considerado markoviano se, e somente se, o estado futuro depende apenas do estado

presente [103].

Um processo de tempo discreto é chamado de cadeia de Markov de tempo discreto
ou finito enumeravel, ou seja, a cadeia muda de estado em etapas de tempo discretas
(t1, to,- -+, tn) [103, 104]. J& o processo de tempo continuo é chamado de cadeia de Markov
de tempo continuo ou infinito enumeravel, pois troca de estado continuamente no tempo
[105, 106]. O interesse deste trabalho é discutir a aplicagao da cadeia de Markov de tempo

discreto na simulacao de Monte Carlo.
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Na cadeia de Markov de tempo discreto, a probabilidade de um estado X, , no

tempo t,, mudar para qualquer estado possivel (zy,, x4, -+, x4,) é dada por
P(thJrl =X | th = .Ttl, th = l'tg? MR th = I‘tn). (463)

Como no processo markoviano a probabilidade condicional depende apenas do estado

atual, entao podemos reescrever a Equacao 4.63 da seguinte maneira:
P(th+1 =T | th = mtn)- (464)

Logo, a Equacao 4.64 pode ser chamada de probabilidade de transicao entre os estados

Ty, € Ty, . Isto &,
WCUi—>$j == P(th—H = [Ej | th = Ilj'l) (465)

As probabilidades de transicdo de um estado para outro imediatamente possivel sao
mutuamente excludentes. Em funcao disso, as condigoes estabelecidas pelas Equacoes 4.3

e 4.7 podem ser aplicadas as probabilidades de transicao. Isto é,

J

4.4.4 Equacao mestra e balanco detalhado

A energia de um sistema, em um estado especifico 7, na simulacao de Monte Carlo
normalmente é representada por F;. Logo, a probabilidade de um sistema ser encontrado
no estado ¢ é dada por P; (essa probabilidade pode ser determinada através da Equagao
4.2). A cadeia de Markov exerce um papel fundamental sobre a simula¢do de Monte Carlo,
pois possibilita que quaisquer configuracoes para o estado seguinte j sejam escolhidas
com certa probabilidade. Isto é, a probabilidade P; do sistema ser encontrado no estado
j, depende apenas da probabilidade P; referente ao estado imediatamente anterior 7. A
probabilidade do sistema transicionar do estado ¢ para o estado j é dada por W;; = W;_,;,

enquanto a probabilidade de transicdo contraria é dada por W;; = W,_,; [66].

Se P(j,t) é a probabilidade de encontrar o sistema no estado j, no tempo ¢. A

variacao dessa probabilidade, no tempo ¢, é dada por [66]:

O P(.1) =~ X PUOW, + X PG, (467)
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Logo, a equagdao mestra é dada por [66]:

o .. , .
o P01 = =30 [PGOW;: = P(i, )Wy (4.68)
i#]
A fungdo P(j,t), nos estados estaciondrios, ndo deve ser uma fungao explicita do
tempo [53]. Desse modo, a derivada parcial, em relagao ao tempo, de qualquer propriedade
desta fungao deve ser nula. Isto é, na situagao de equilibrio, a fungao P(j,t) é inalteravel

no tempo [66):

0
~P(j,t) =0. 4.
o Peali) = 0 (169)
Consequentemente,
=3 [PeG OWjs = Pugli, )Wy5] =0, (4.70)

i#]
A Equagao 4.70 possui varias solugoes, em fungao disso a situacao de equilibrio é
garantida apenas quando os termos do somatorio se cancelam termo a termo. Portanto,

podemos considerar como solugao particular a condicao onde a taxa de variagao da

probabilidade W}; seja igual a taxa de variacao da probabilidade W;;. Isto ¢,

Peg(7)Wiji = Peq(i)Wi;. (4.71)

Essa relagao ¢ chamada de Principio do Balango Detalhado (PBD) [66].

Logo, a taxa de transicao Wj; precisa satisfazer o PBD para que se tenha uma
distribuicao de probabilidades em uma situacao de equilibrio. Por este motivo, podemos
escolher P.,(j) como uma distribuigdo de Boltzmann, ou seja como uma probabilidade do
j-ésimo estado ocorrer no equilibrio. Ao estabelecer uma relacao entre as Equagoes 4.42 e
4.71, a constante Z presente na Equacao 4.42 é automaticamente cancelada. Portanto, a

diferenga de energia entre os dois estados (AE) é dada por [66]:
J& a relacao que satisfaz o balanco detalhado é dada por:

W e PE

- —BE;
Wiy _ " _ sop (4.73)
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O principio do balango detalhado é uma condigao necesséria e suficiente para se
utilizar um algoritmo de Monte Carlo, porém nao é o suficiente para que o sistema atinja
o estado de equilibrio de Boltzmann. Sendo assim, é preciso garantir um critério adicional,
chamado de ergodicidade [15]. A ergodicidade garante que as médias em esemble sejam
iguais as médias no tempo, ou seja, € possivel atingir qualquer microestado do sistema a
partir de qualquer parte do espago de configuragoes [15, 18]. Logo, podemos garantir a
ergodicidade utilizando uma probabilidade diferente de zero para quaisquer configuracoes

possiveis do sistema.

4.45 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis foi criado pelo mesmo grupo de pesquisadores que
desenvolveram o método de Monte Carlo, no inicio da década de 1950 [107]. Nesse
algoritmo, todas as configuragoes possiveis sao geradas de acordo com a distribuicao de
Boltzmann, por meio de uma sequéncia de mudancas randémicas entre os estados, até que

a configuragao final seja a de equilibrio.

A taxa de transicao W;;, que satisfaz o principio do balango detalhado, deve permitir
que as configuragoes mais provaveis do sistema tenham mais chance de ocorrer. Isto é,
precisamos garantir que as configuracoes estacionarias energeticamente favoraveis sejam
escolhidas. No algoritmo de Metropolis, as taxas de transi¢cao na simulacao de Monte Carlo

sao escolhidas da seguinte forma:

1, se AE < 0;

W, = 4.74
! {e‘BAE, se AE > 0. (4.74)

Como W;; é uma grandeza diferente de zero para quaisquer estados possiveis, conseguimos
obedecer a condi¢ao de ergodicidade. A Figura 18 ilustra a forma que o algoritmo de

Metropolis deve ser implementado.

O primeiro passo da implementagao é gerar uma configuragao inicial (aleatéria ou
alinhada) em uma rede com N = L? sitios. Como exemplo, vamos considerar o modelo
de clock 2D para p = 2, no qual os spins podem ocupar apenas os estados S; = +1
("up" ou "down"). A Figura 19 (esquerda) ilustra a configuracgao inicial onde todos os
spins estao alinhados para cima. Esse configuracao inicial deve apresentar condigoes de
contorno periddicas, conforme ja discutimos no Capitulo 2. A energia do sistema no estado

fundamental E; é dada pela Equacgao 2.16.

Para gerar uma nova configura¢ao, mudamos a direcao do spin no sitio ¢ para baixo.
A Figura 19 (direita) ilustra essa mudanga. Visando otimizar a rotina computacional,

optamos por atualizar a energia do sistema, na dindmica da simulagao, em termos de AF.
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Figura 18 — Algoritmo de Metropolis
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Fonte: elaborado pelo autor a partir de [107].

Figura 19 — Configuragio inicial e primeira troca de estado do spin

estado A estado A’

Fonte: elaborado pelo autor.

Uma vez que, se ja conhecemos FE;, é consideravelmente mais simples encontrar a nova

energia do sistema por meio de F; = E; + AE.

Na dinamica do algoritmo de Metropolis para o modelo de clock de p-estados 2D,

podemos considerar que 6, é o angulo do spin que ird mudar de estado. Logo, a variacao
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de energia AFE pode ser reescrita da seguinte formas:

AE =— Y cos(t; —0;) — > cos(b —b;), (4.75)

<i,7> <t,k>

onde 6; representa os angulos dos spins vizinhos mais préoximos do spin que ird mudar de

estado. J& 6; é o angulo do novo estado.

Se AFE < 0 para a nova configuragao do sistema, entao substituimos a antiga
configuragao do sistema por esta nova configuragao. Contudo, se AE > 0 verificamos
se a mudanca de estado pode ser aceita com uma probabilidade P = e #2F . Além de
determinar a probabilidade P; neste instante do algoritmo de Metropolis também geramos
um namero aleatério R uniformemente distribuido no intervalo [0, 1], utilizando o gerador
de Marsaglia [100].

Se R < e P2F_ entdo aceitamos a nova configuracido. Porém, se R > e #4F,
recusamos a nova configuragao e geramos uma outra configuragao, mudando o estado de
um unico spin. Um passo de Monte Carlo (MCS) s6 é computado quando todos os N
spins da rede sao visitados na dindmica do algoritmo de Metropolis. Todo processo citado
acima se repete durante um niimero "suficientemente grande' de passos de Monte Carlo,
até que uma cadeia markoviana seja gerada obedecendo a condicao do balanco detalhado
e a hipdtese de ergodicidade. Dessa forma, conseguimos garantir que o sistema convergira

para um sistema estacionario [68].

446 Grandezas de interesse via dinamica de Monte Carlo

Sabemos que na simulacao de Monte Carlo o sistema converge para o equilibrio,
obedecendo o principio do balango detalhado e a hipdétese de ergodicidade. Contudo, as
mudancas aleatérias dos estados da rede de spins, que ocorrem no inicio do algoritmo de
Metropolis, acontecem de forma arbitraria e em um estado de nao equilibrio. Em funcao
disso, é preciso descartar as primeiras configuragdes (ou os primeiros passos de Monte
Carlo) para que o sistema entre em equilibrio antes que as grandezas de interesse sejam

computadas. Isso nos possibilita obter boas estimativas das medidas de interesse.

Para descobrirmos o nimero de configuragoes que devem ser descartadas, podemos
simplesmente plotar um grafico de algumas quantidades de interesse, como energia e
magnetizacao, em funcao dos passos de Monte Carlo. A Figura 20 ilustra o comportamento
da energia por spin em funcao de MCS, para o modelo de clock 2D com p = 7 estados

possiveis e H = 0.

Para obter as duas curvas representadas na Figura 20 utilizamos uma rede de spins
com tamanho L = 100 e uma temperatura igual a T = 1,10 J|¢|*/kp. De acordo com

[42, 48], essa temperatura estd consideravelmente proxima da temperatura de transi¢ao
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Figura 20 — Energia por spin em fun¢ao de MCS
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Fonte: elaborado pelo autor.

BKT do modelo de clock 2D para p = 7. A curva em vermelho (parte de baixo) representa
o comportamento da energia do sistema, a partir de uma configuragao inicial com os
spins alinhados em uma mesma dire¢do. J& a curva em azul (parte de cima) ilustra o

comportamento da mesma grandeza, a partir de uma configuracao inicial aleatoria.

Se analisarmos a evolucao da energia por spin para cada configuracao inicial,
percebemos que o sistema atinge o equilibrio quando as duas curvas comegam a flutuar em
torno de um valor fixo. Sendo assim, é correto afirmar que o sistema entra em equilibrio
apoés percorrer um nimero fixo de passos de Monte Carlo, chamado de tempo de relaxacgao.

A medida que o tamanho da rede cresce, o tempo de relaxacao também cresce.

Neste trabalho, utilizamos 100L? passos de Monte Carlo para garantir o equilibrio
do sistema e, entao, medir e atualizar os valores de energia e de magnetizacao do sistema.
A cada MCS ocorrem N selecoes aleatérias de spins para tentar mudar de estado, ca-
racterizando um processo de amostragem por importancia. Logo, podemos seguir a ideia
da Equagao 4.62 para computar as médias da energia e da magnetizacao. As médias da

magnetizacao quadrada e da energia quadrada também podem ser determinadas da mesma
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forma:

U (B - L 5B (4.76)
MCS =
) ) 1 MCS )
U =(E) = 1755 ; E}; (4.77)
1 MCS
(M) = VCS ; M;; (4.78)
1 MCS
(M?) = 1S Z M. (4.79)

4.5 Zeros da funcao de particao

Sabemos que as transicoes de fase sdo pontos nao analiticos da energia livre,
uma vez que as transicoes sao caracterizadas por descontinuidades e singularidades nas
derivadas da energia livre (primeira e segunda derivadas da energia livre em relagdo a
beta, respectivamente). A energia livre é proporcional ao log da fungao de partigao. Como
0 log nao é definido para zero, entdo uma fungao logaritmica (y = log, x) nao é analitica
nos pontos em que a dominio é igual a zero (z = 0). Portanto, podemos afirmar que as

transicoes de fase sao os pontos onde a funcao de particao é igual a zero.

A funcao de particdo é uma soma de termos positivos. Logo, para entendermos
como ¢ possivel uma soma de termos positivos ser igual a zero, precisamos utilizar a
técnica de continuacao analitica, ou seja, ampliar a dominio da funcao de interesse para
todo o plano complexo. Como a fun¢ao de particdo canonica é uma fungao da temperatura,
podemos fazer essa expansao permitindo que a temperatura seja uma variavel complexa.
A continuagao analitica nos permite ter uma melhor compreensao do comportamento da
fungdo que estamos estudando, e entao realizamos a projecao dessa funcao para os valores

reais da imagem, onde originalmente nossa fun¢ao foi definida.

Se considerarmos que o espaco de energia de um sistema discreto qualquer pode
ser dividido em intervalos de energia ¢, entao um estado com energia F; < F < E; +¢ é
contabilizado em g; = ¢g(E;). Uma vez que a densidade de estados estd discretizada (em k
intervalos de energia ¢), a funcao de particao (Equagao 4.43) pode ser facilmente escrita

como um polinémio [108].

Se os intervalos da densidade de estados forem enumerados de 0 até M — 1, entao a
energia do j-ésimo intervalo é E; = Ey + je (veja a Figura 21). Logo, podemos reescrever

a Equagao 4.46 como
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Figura 21 — Histograma da densidade de estados

Fonte: elaborado pelo autor.

M-1 )
Z=e PPN gie e, (4.80)
j=0

onde M é o ntimero de intervalos. Definindo a varidvel z = e~#¢ a funcéo de particao,

entdo, vai assumir a forma de um polinémio [109]. Logo,

M-1 )
Z=ePF N giad. (4.81)
7=0

Se o ultimo termo dessa relagao for decomposto em fatores lineares encontramos [109]:

Z— e ] (o - ax), (4.82)

k=0

onde z, representa o k-ésimo zero (ou raiz) do polindmio. Essas raizes, comumente chamadas
de zeros de Fisher, sao complexas. Isto é, possuem a definicdo z, = ay + iby. Desse modo,
possuem duas partes: a parte real [Re(xy) = ai] e a parte imaginéria [Im(zy) = by]. O

parametro i corresponde a unidade imagindria (i = v/—1), tal que > = —1 [110, 111].

As raizes complexas podem ser representados pictoricamente por meio do plano de

Argand-Gauss (também chamado de diagrama de Argand). Neste plano complexo, a parte
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real Re(xy) é representada pela abcissa do plano cartesiano, enquanto a parte imaginaria

Im(z.) é representada pela ordenada [111].

Os zeros da funcao de particao descrita na Equagao 4.82 carregam toda a informagcéao
contida na densidade de estados, ou seja, o conjunto de todos z ou todos g,, sao equivalentes.
Essa definicao dos zeros de Fisher é capaz de cobrir todo o espago de energia, ou seja,
tanto valores positivos quanto negativos de energia. Além disso, os zeros ficam restritos ao

circulo unitario. Matematicamente, se T'— 0 entao x — 0 e se T'— oo entao x — 1.

Considerando a funcao de particao escrita em fatores lineares, a energia livre pode

ser escrita como

M-1
F=—kgTZ=Ey—kpT ¥ In(z — ). (4.83)
k=0

Uma vez que os zeros da funcao de particao foram determinados, podemos extrair as
quantidades termodindamicas de interesse em funcao deles. Por exemplo, a energia interna

e o calor especifico, respectivamente:

M-1

U—E0+Z<

k=0

k?B.T 2M 1
Cg =
= x—xk)

k:Bx r)? M2y, x—ak) + b3 (2x — ay,)
[(z — ar)? + b7)?

(4.85)
k=0

Como cy > 0, considerando uma situagao em que = > x para todo k, podemos afirmar
que > ar < 0.

Os zeros principais possuem a parte real positiva e a parte imaginaria pequena. No
limite termodinamico esses zeros tendem para um valor real positivo. Além disso, dominam
o calor especifico préximo da transicao, ou seja, se = |z;| = a; temos que cyg — o0.
Assim sendo, pelo menos a principio, a partir da definicio da varidvel x = e=%, podemos

dizer que

= (4.86)

k?B In |l‘]|

Logo, a ideia basica deste método é encontrar os pontos de transi¢cao identificando os zeros

principais.



Capitulo 4. Simulag¢do computacional 79

451 Zeros da densidade de probabilidade

Existem algumas dificuldades para encontrar os zeros de Fisher, devido ao grau
elevado do polindmio e as complicagoes geradas pela densidade de estados. Em funcao disso,
este trabalho utiliza uma nova abordagem para contornar estes problemas, denominada

zeros reduzidos. Multiplicando a Equacdo 4.46 por 1 = e #Fef0F  encontramos:

Z =3 g(E)e "1 (4.87)
E
7 = Zg(E)e_ﬂE . e POEHE, (4.88)
E
Z =% g(E)e e PO, (4.89)
E

Considerando a distribui¢gao de probabilidade de Boltzmann nao normalizada igual a
h(E, By) = g(E)e=™E temos que

Zgo = > h(E, By)e FEF), (4.90)
E

Discretizando a energia, E,, = ¢ + ne, e redefinindo h(E, By) = h(E,, By), encon-

tramos:

Zgy = 3 (B, Bo)e PrP=0), (4.91)

Ey
Se definirmos h(E,, By) = h(n, 5y) e AB = 5 — [y, temos que
Zg, =Y h(n, By)e 0P . e7neBh, (4.92)

Considerando x = e~*4#, podemos reescrever essa relacdo na seguinte forma polinomial:

Zgo =Y h(n, By)e 4P . g™, (4.93)
O termo e~%*8 é uma constante, portanto:

Zgy = € % 3" h(n, By)a". (4.94)
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Os zeros encontrados através deste polinémio sao os zeros de Fisher reescalados.
Com isso, as caracteristicas dos zeros sdo as mesmas, ou seja, continuam espalhados pelo
plano complexo. Além disso, ao invés de explorarmos todo o espaco de configuragoes, como
ocorre nos zeros de Fisher, podemos trabalhar com o espaco de configuracoes de interesse.
O polinémio descrito na Equagao 4.94 pode ser utilizado para identificar a raiz principal
da funcao de particao, também chamada de zero principal ou dominante. Para isso, basta
utilizarmos a rotina representada na Figura 22. Sy é o beta termodinamico inicial, isto é,

refere-se a temperatura inicial da rotina.

Figura 22 — Rotina dos zeros reduzidos
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Fonte: elaborado pelo autor a partir de [112].

Por meio do teorema fundamental da Algebra um polinémio P, de uma variavel
x, com grau M possui M zeros, contando com as multiplicidades [113]. Se os coeficientes
de P sao reais (g; € R) e x, = ai, + b, é um zero de P, entdo seu complexo conjugado
T = x) = ap — by, também é um zero de P. Além disso, se todos os coeficientes de P sao
positivos (g; > 0 Vj) entdo todos os zeros reais serdo negativos®. Ou seja, a funcao de

particao nao apresenta zeros reais positivos.

Por este motivo, ao estudar o mapa dos zeros da funcao de particio podemos
observar que ha um zero dominante que tende a "pingar" o eixo real positivo. Ou seja, o

comportamento esperado para sistemas finitos é que exista uma pequena parte imaginaria

Isso pode ser visto como uma solugéo trivial da regra de Descartes dos sinais, apresentada por [114]. Em
particular, como gg > 0 entdo zero também nao é uma raiz de Z.
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que decresca a medida que o tamanho do sistema aumente. Esses zeros dominantes sao
capazes de indicar as transicoes de fase do sistema, ja que no limite termodinamico temos
valores reais positivos para temperatura que zeram a funcao de particao e sao portanto

pontos de transicao de fase.
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5 Discussao dos Resultados

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos em nosso trabalho. Mas
antes disso, na secao 5.1, vamos discutir os detalhes do método utilizado para se de-
finir o zero dominante para cada temperatura. Na se¢do 5.2 vamos discutir os efeitos
observados nos mapas de zeros ao eliminar valores pequenos do histograma da densi-
dade de estados por energia. J4 na secao 5.3 apresentaremos o comportamento dos zeros
reduzidos para os valores intermediarios de p < 7, nos tamanhos de rede estudados
(L = 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 e 90), e discutiremos a respeito do processo de con-
vergéncia dos zeros dominantes. Na secao 5.4 vamos apresentar a andlise de tamanho
finito utilizada para descobrir as temperaturas e expoentes criticos. Ainda na se¢ao 5.4,
apresentaremos o diagrama de fases no espacgo 1. X p do modelo de clock 2D a campo

externo nulo.

5.1 Parametros para obter o zero dominante

Para obter resultados satisfatorios, foram feitas simulagdes computacionais para
diferentes tamanhos do sistema. Ou seja, os resultados que serdo apresentados mais
adiante, foram obtidos através de redes quadradas com tamanhos L entre 20 e 90. A rotina
computacional usada para encontrar os zeros reduzidos se inicia com uma temperatura
T; = 3,0J|7)?/kp, ou seja, com o sistema na fase desordenada. O algoritmo desenvolvido,

em linguagem Fortran90, para obter os zeros reduzidos esté descrito no Apéndice A.

Apods o sistema entrar em equilibrio por meio do processo de termalizacao, a rotina
computacional percorre 10° passos de Monte Carlo para obter os valores de densidade
de estados por energia que compoem o histograma h(E). Os coeficientes polinomiais que
compdem qualquer histograma h(E) sdo sempre reais positivos. Além disso, este histograma
¢ normalizado em [0, 1] para entdo determinar as raizes do polindémio. A temperatura
¢é atualizada por meio da rotina numérica descrita na Figura 22. Na Figura 23 temos o

histograma de energias do sistema para p = 5, referente a uma rede com tamanho L = 20

e Ty = 1,10J|)2/ks.

O ntimero de intervalos que dividimos o espaco de energia da a ordem do polinémio
que descreve a funcdo de particdo, ou seja, pode chegar facilmente a ordem de 10* ou
acima. Como polinémios de ordem maior ou igual a cinco ndo possuem raizes algébricas,
como atestado pelo teorema de Abel-Ruffini e demonstrado em [115], precisamos utilizar
um método numérico para encontra-las. Esse método deve ser eficiente devido ao tamanho

do polinémio em questao.
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Figura 23 — Histograma para p =5 e L = 20, em T; = 1,10J|7|*/kp
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Fonte: elaborado pelo autor.

Para encontrar os zeros reduzidos da funcao de particao, utilizamos o software
open source Multiprecision Polynomial SOLVEr (MPSolve) na versdao 3.2.1 [116, 117, 118].
Este software utiliza o método Aberth-Ehrlich [119, 120] para localizar as raizes de um
polindmio. Logo, esta ferramenta realiza uma aproximacao simultanea de todas as raizes
do polinémio com uma determinada precisao [121]. Na Figura 24 temos o mapa dos zeros
reduzidos referente ao histograma h(F) da Figura 23. Caracterizamos como zero dominante
(ou a raiz principal), os pares conjugados que mais se aproximam da parte positiva da
abscissa. O zero dominante ilustrado no mapa de zeros da Figura 24 encontra-se no ponto
z. = (1,0007, 0,1140).

O MPSolve realiza a leitura de um arquivo contendo os coeficientes da equacao
polinomial e determina as raizes a partir de algumas configuracées determinadas pelo
préprio usuério [118]. Como os coeficientes do polindmio que compoem h(E) sdo niimeros
reais, configuramos a dindmica do MPSolve para realizar operacoes com esse tipo de
dados. Além disso, como estes coeficientes sao nimeros de ponto flutuante binario 64
IEEE padrao, utilizamos uma precisao de 53 bits destes valores de entrada. O algoritmo
foi configurado para aproximar as raizes complexas. Também definimos que a entrada
dos coeficientes do polinomio é dada na base monomial, ou seja, foram inseridos n + 1
coeficientes no arquivo de entrada, sendo n o grau do polinomio. Os coeficientes foram

listados em ordem crescente de grau no arquivo de entrada do MPSolve.
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Figura 24 — Zeros reduzidos referente ao h(F) da Figura 23
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Fonte: elaborado pelo autor.

Conforme o tamanho da rede aumenta, a quantidade de raizes complexas aumenta
significativamente, dificultando a identificacdo da raiz principal. Em funcao disso, é
primordial utilizar uma ferramenta numeérica para localizar o zero dominante. Pensando
nisso, na rotina computacional calculamos a distancia entre o ponto z. = (1, 0) e cada
ponto presente no primeiro quadrante do plano complexo. A distancia entre dois pontos

quaisquer A e B é definida como

dap = \/(JUB —24)*+ (yB — ya)* (5.1)

A Figura 25 mostra a distancia entre o ponto . e alguns pontos mais proximos, pertencentes

ao mapa de zeros da Figura 24.

Todos os resultados obtidos sao comparados, até encontrar a menor distancia e,
entao, o zero dominante respectivo. Apos esse processo, a rotina computacional inicia todo

0 processo novamente, para uma nova temperatura.
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Figura 25 — Distancias entre o ponto z. = (1, 0) e os pontos mais proximos
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Fonte: elaborado pelo autor.

5.2 Corte no histograma h(FE)

Se desprezarmos alguns coeficientes do polinémio, podemos reduzir o nimero de
raizes a serem encontradas. Contudo, ¢ importante analisar até que ponto podemos realizar
um corte em h(E), sem que algumas informagoes relevantes sejam descartadas. Pensando
nisso, optamos por estudar o comportamento dos zeros reduzidos, para os pontos de corte
de 1071, 1072, 1072 e 10~*. Para uma melhor exemplificacdo, iremos discutir a seguir sobre

os efeitos do corte no histograma ilustrado na Figura 23.

Na Figura 26 temos o comportamento dos zeros reduzidos para um corte de 1074
no histograma de energias. Ao descartar todos os valores de h(E) menores que 1074, foram
obtidas 235 raizes ao todo. O zero dominante para esse tamanho de corte permanece no

ponto x. = (1,0007, 0,1140) do plano complexo.

J& na Figura 27 podemos ver o comportamento dos zeros reduzidos para um corte
de 1073. Para esse tamanho de corte no histograma h(E), o nimero de raizes obtidas foi
igual a 206. A raiz principal estd localizada no ponto x. = (1,0006, 0,1133). Ao desprezar
todos os valores de h(E) menores que 1072, foram obtidas 171 raizes ao todo. A raiz
principal esté localizada no ponto x. = (0,9977, 0,1162). A Figura 28 ilustra o mapa de

zeros reduzidos referente a tal redugao nos coeficientes do polinémio.

Na Figura 29 podemos ver o efeito que o corte de 107! em h(FE) provoca nos zeros

reduzidos. Apds descartar os valores de h(FE) menores que 107!, encontramos 123 raizes
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Figura 26 — Efeito do corte de 107* no histograma h(E) para L = 20
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 27 — Efeito do corte de 107 no histograma h(E) para L = 20
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Fonte: elaborado pelo autor.

no plano complexo. O zero dominante se encontra no ponto z. = (1,0006, 0,0912).

Conforme o tamanho do corte no histograma aumenta, o nimero de zeros reduzidos
diminui consideravelmente no plano complexo. Em contrapartida, percebemos que o zero
dominante apresenta uma certa estabilidade, no que diz respeito a sua localizacdo. Com

valores de corte maiores que 107!, teremos uma mudanca na posicao da raiz principal
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Figura 28 — Efeito do corte de 1072 no histograma h(E) para L = 20
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 29 — Efeito do corte de 107! no histograma h(E) para L = 20
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Fonte: elaborado pelo autor.

porque a parte imaginaria ird aumentar significativamente. Sendo assim, optamos por
aplicar um corte de 107! nos histogramas de energia, para em seguida determinar os zeros

reduzidos para cada temperatura.
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5.3 Convergéncia do algoritmo

A rotina numérica utilizada para encontrar o zero dominante (ilustrada na Figura
22) comporta-se de forma indefinida. Por causa disso, precisamos estabelecer um critério
de finalizagdo. O critério utilizado neste trabalho foi [T}, — T;] < 107. Na Figura 30 &

esquerda podemos ver o processo de convergéncia da temperatura para p =7 e L = 20.

Figura 30 — Processo de convergéncia para p =7 e L = 20
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Fonte: elaborado pelo autor.

Além desse critério de finalizacao do algoritmo, também poderiamos ter usado
a diferenca da parte imaginaria. Na Figura 30 a direita podemos ver o processo de
convergéncia da parte imaginaria da raiz principal para p = 7 e L = 20. Optamos por
apresentar a convergéncia para p = 7 porque esse processo se mostrou mais lento para

este valor intermediéario de p.

Logo apds 50 passos de Monte Carlo, os valores de I'm(z.) comecam a oscilar em
torno do valor pseudo-critico da parte imaginéria do zero dominante (isso também ocorre
com a temperatura). Quando nos aproximamos da temperatura pseudo-critica, espera-se
que o valor de I'm(z.) seja consideravelmente préximo de zero. O comportamento que

vemos na Figura 30 & direita corrobora com este efeito esperado.

A parte imaginéria de z, para p = 3 é menor do que os valores de Im(z,.) dos
demais valores intermedidrios de p. Na Figura 31 podemos ver o comportamento dos
zeros reduzidos para p = 3 nos tamanhos de rede L = 20 (esquerda) e L = 90 (direita).
Para uma melhor visualizagdao, optamos por apresentar uma ampliacao do comportamento
dos zeros reduzidos na proximidade do ponto z. = (1, 0) para cada tamanho de rede L

estudado. Na Figura 32 podemos ver o comportamento dos zeros reduzidos para p = 2, 3
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Tabela 2 — Zeros reduzidos e temperaturas pseudo-criticas para p < 4

L Re(xc) | Im(z.) T Re(xc) | Im(z.) T Re(xc) | Im(z.) T

20 1,0001 | 0,1579 | 2,2994 0,9992 | 0,0515 | 1,5151 0,9981 | 0,1228 | 1,1495
30 1,0012 | 0,1023 | 2,2908 1,0007 | 0,0307 | 1,5048 0,9991 | 0,0775 | 1,1464
40 1,0009 | 0,0754 | 2,2876 1,0008 | 0,0221 | 1,5014 0,9994 | 0,0572 | 1,1415
50 1,0007 | 0,0599 | 2,2842 1,0000 | 0,0168 | 1,5005 1,0004 | 0,0435 | 1,1405
60 1,0000 | 0,0487 | 2,2829 0,9991 | 0,0137 | 1,4994 1,0016 | 0,0362 | 1,1399
70 0,9999 | 0,0416 | 2,2804 0,9997 | 0,0110 | 1,4978 0,9999 | 0,0308 | 1,1403
30 0,9999 | 0,0362 | 2,2802 0,9993 | 0,0094 | 1,4975 0,9988 | 0,0267 | 1,1410
90 1,0007 | 0,0315 | 2,2775 1.0003 | 0,0087 | 1,4963 0,9993 | 0,0243 | 1,1407

Fonte: elaborado pelo autor.

e 4 em L > 20. Os resultados de z. e da temperatura pseudo-critica obtidos para esses

valores intermediarios de p estao descritos na Tabela 2.

Im( X, )

05+

Figura 31 — Zeros reduzidos para p = 3 em L = 20 (esquerda) e L = 90 (direita)
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Fonte: elaborado pelo autor.

Como para p > 5 acreditavamos que existiam duas transigoes de fase, verificamos

se a dinamica da simulacao convergia para as duas temperaturas pseudo-criticas T e T5,

com as mesmas condi¢Oes e tamanhos de rede L, em instantes distintos. Sendo assim,

para obter a temperatura pseudo-critica 75 foi necessério iniciar a rotina novamente com

um

valor de temperatura inferior a temperatura pseudo-critica 7. A Figura 33 ilustra o

comportamento dos zeros reduzidos para p =5, 6 ¢ 7, em relagdo ao tamanho de rede L

para a temperatura de transi¢do T7. Os resultados obtidos para esses valores intermediarios

de p podem ser vistos na Tabela 3. Ja na Figura 34 podemos ver o comportamento dos

zeros reduzidos para p = 5, 6 e 7 na temperatura pseudo-critica 7. Os resultados de z,
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Figura 32 — Mapa de zeros para p < 4 para L > 20
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Fonte: elaborado pelo autor.
Tabela 3 — Zeros reduzidos e temperaturas pseudo-criticas para p > 5 em 17
L Re(z.) | Im(z.) T. Re(z.) | Im(z.) T. Re(z.) | Im(z.) T.
20 0,9995 | 0,0919 | 1,0995 1.0004 | 0,0981 | 1,0952 1,0017 | 0,0992 | 1,1001
30 | [0,9997 | 0,0617 | 1,0809 | | 0,9994 | 0,0681 | 1,0754 | | 0,9995 | 0,0683 | 1,0794
40 0,9987 | 0,0471 | 1,0679 0,9985 | 0,0510 | 1,0745 0,9977 | 0,0519 | 1,0785
50 0,9994 | 0,0385 | 1,0647 0,9994 | 0,0426 | 1,0623 0,9989 | 0,0427 | 1,0778
60 0,9992 | 0,0326 | 1,0612 0,9995 | 0,0354 | 1,0625 1.0001 | 0,0362 | 1,0783
70 0,9995 | 0,0285 | 1,0610 0,9993 | 0,0310 | 1,0627 0,9997 | 0,0304 | 1,0777
80 0,9993 | 0,0248 | 1,0604 1,0002 | 0,0265 | 1,0622 0,9997 | 0,0267 | 1,0779
90 0,9999 | 0,0222 | 1,0594 0,9999 | 0,0234 | 1,0623 1.0002 | 0,0240 | 1,0785

Fonte: elaborado pelo autor.

e da temperatura pseudo-critica, em relagao ao tamanho de rede L, estao descritos na

Tabela 4. A incerteza em cada valor obtido estd na quarta casa decimal.

Os resultados apresentados nas Tabelas 2 a 4 mostram que de fato o eixo real do

plano complexo é "pingado" pelo zero dominante. Uma vez que, a parte imaginaria de

x. apresenta um comportamento de redugao em funcao do aumento do sistema. Além

disso, percebeu-se que conforme que o sistema é ampliado, maior é o custo e esforgo

computacional para obter os zeros reduzidos da func¢ao de particao.
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Figura 33 — Mapa de zeros para p > 5 em 17 para L > 20
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Fonte: elaborado pelo autor.
Tabela 4 — Zeros reduzidos e temperaturas pseudo-criticas para p > 5 em T5
L Re(z.) | Im(z.) T, Re(z.) | Im(z.) T, Re(z.) | Im(z.) T,
20 0,9995 | 0,1230 | 0,8270 0,9948 | 0,1878 | 0,5924 0,9797 | 0,2611 | 0,4379
30 1,0012 | 0,0838 | 0,8294 1,0002 | 0,1289 | 0,5922 0,9927 | 0,1771 | 0,4362
40 | [0,9998 | 0,0627 | 0,8301 | | 1,0026 | 0,0980 | 0,5930 | [ 0,9957 | 0,1352 | 0,4364
50 1.0014 | 0,0495 | 0,8305 0,9997 | 0,0770 | 0,5934 0,9997 | 0,1077 | 0,4365
60 0,9992 | 0,0426 | 0,8315 1.0016 | 0,0643 | 0,5938 0,9999 | 0,0919 | 0,4365
70 1,0002 | 0,0355 | 0,8316 1,0007 | 0,0557 | 0,5945 0,9994 | 0,0780 | 0,4367
80 1,0002 | 0,0308 | 0,8320 1,0002 | 0,0486 | 0,5949 0,9997 | 0,0688 | 0,4370
90 1.0004 | 0,0276 | 0,8324 1.0004 | 0,0431 | 0,5951 0,9997 | 0,0604 | 0,4371

Fonte: elaborado pelo autor.

5.4 Expoentes criticos

Devido a relagdo com a temperatura, a parte imaginaria do zero principal z. segue

a seguinte lei de escala préoximo da temperatura de transicao:

Im(zE) ~ Im(z,) +wL ™",

c

(5.2)

A parte real da raiz principal tende a um valor igual a um, préximo da temperatura de
transi¢do. Em funcado disso, os valores de Re(z.) ndo podem escalar com a lei descrita
na Equagdo 5.2. Por este motivo, utilizamos apenas os valores de I'm(x.) para encontrar

o expoente critico v da transicao de fase. Logo, precisamos realizar um ajuste linear no
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Figura 34 — Mapa de zeros para p > 5 em 75 para L > 20
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Fonte: elaborado pelo autor.

grafico log-log dos valores de Im(z.) pelo tamanho da rede L. O resultado esperado para
a classe de universalidade Ising ¢ v = 1,0. Na Figura 35 podemos ver esse ajuste linear
para os valores de p > 2. Os valores de v obtidos pela inclinagao do ajuste estao descritos
na Tabela 5.

Tabela 5 — Valores de 1/v para p > 2

p-estado 1/v
p= 1,073 + 0,003
p=3 1,211 + 0,003
p=4 1,086 4+ 0,005
— 11 | 0,934 + 0,005
— T3 | 0,985 + 0,002
- Ty | 0,93+0,01
0,975 + 0,006
— T1 | 0,935+ 0,009
— T3 | 0,971 + 0,005
onte: elaborado pelo autor.
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Para encontrar a temperatura critica e os expoentes criticos das transi¢oes de fase,
foi feita a coleta de cinco valores de I'm(zx..), calor especifico, susceptibilidade magnética,
magnetizacao e temperatura pseudo-critica para cada tamanho de rede. Isto é, a rotina
computacional foi executada cinco vezes, com as mesmas condigoes, para os diferentes
tamanhos de rede L (L =20 a L = 90). As barras de erro de cada ponto (ou seja, para

cada L), apresentadas nos ajustes lineares sao entao o erro-padrao referente as amostras
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dessas grandezas associadas a raiz principal.

Apés encontrar os valores do expoente critico v para cada valor intermediario de
p, podemos utiliza-los para encontrar as temperaturas criticas. Para obter o valor de T,
precisamos realizar um ajuste linear no grafico das temperaturas pseudo-criticas em funcao
de L=/*. Nas Figuras 36 e 37 temos tal ajuste para p > 2. Para p = 2 descartamos o ponto
referente ao tamanho de rede L = 20, para realizar o ajuste na regiao de comportamento
linear. Para encontrarmos a temperatura critica 77 para p = 5 e p = 7 descartamos os
pontos referentes a L = 20 e L = 30. Ja para p = 6, descartamos os pontos para L = 20, 30
e 40 para obter T} e os pontos L = 20 e L = 30 para encontrar a temperatura critica 75.

Na Tabela 6 temos as temperaturas criticas encontradas para cada valor intermediario de

p.

Tabela 6 — Valores de T, para p > 2

p-estado T.

p= 2,2730 £ 0,0005
p=3 1,4931 4+ 0, 0001
p= 1,1380 £+ 0, 0002

p=5 — 1T} 1,0527 4+ 0, 0009
p=5 — Tp | 0,8329+ 0,0002
p=6 — T 1,0637 4+ 0, 0001
p=6 — Tp 0,59+0,03
p=7 — 1T 1,0709 £ 0, 0006
p=7T7 — T | 0,43078 + 0,00003
Fonte: elaborado pelo autor.

Na Figura 38 temos o diagrama de fases do modelo de clock 2D, a campo externo
nulo, para p > 2. Percebe-se que a temperatura critica da transicao de fase desordem-BKT
apresenta um comportamento de estabilidade para os valores de p > 5. A medida que
o valor intermediario de p aumenta, a regiao da fase ordenada se reduz e tende a se
dissipar. Logo, para valores maiores de p teremos apenas as fases BKT e paramagnética.
Esse comportamento ja era esperado, pois o sistema estudado é o modelo XY 2D discre-
tizado. Gracas a temperatura critica obtida para p = 2 temos seguranca para afirmar
que os resultados apresentados neste trabalho estao corretos, uma vez que este valor é
consideravelmente proximo do valor exato calculado por Onsager [17] (veja a Equacao

2.7).

Nas Figuras 39 e 40 podemos ver o ajuste linear do grafico log-log dos valores
pseudo-criticos do calor especifico, da magnetizacao e da susceptibilidade magnética em
funcao do tamanho da rede L para p = 2, 3 e 4. Esses ajustes lineares possibilitam obter
os expoentes criticos a, [ e v, respectivamente. Na Tabela 7 podemos ver os resultados
encontrados. O comportamento das barras de erro se deve ao efeito de divergéncia que

estas grandezas apresentam na regiao critica quando L — oo.
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Tabela 7 — Resultados obtidos dos expoentes criticos o, § e v parap =2, 3 e 4

p-estado afv B/v v/v

p=2 0,251+ 0,005 | 0,153 £0,003 | 1,80+ 0,01

p=3 0,478 + 0,008 0,16 £0,01 | 1,79+0,01

p=4 0,24 +0,01 0,172 40,007 | 1,85+0,03
Fonte: elaborado pelo autor.

Os valores do calor especifico, da magnetizacao e da susceptibilidade magnética
para p =5, 6 e 7 ndo demonstraram um comportamento de singularidade no ajuste linear
do grafico log-log em fungao de L. Ou seja, os dados destas grandezas nao escalaram. Como
esses valores intermediarios de p estao relacionados com a regiao onde ocorre a transicao
do tipo BKT, para encontrar os expoentes criticos «, [ e v é necessério calcular o médulo
de helicidade referente ao modelo estudado neste trabalho. Uma vez que, o modulo de
helicidade é capaz de fornecer mais informagoes a respeito do desacoplamento dos pares

de vértices e anti-vortices.

Como esse comportamento para p > 5 nao era esperado, é necessario atualizar
o algoritmo presente no Apéndice A para calcular a helicidade do sistema e reiniciar a
simulacao computacional a partir do menor tamanho de rede L. Nao foi possivel retomar
todo o processo da simulacdo computacional que é exigido neste trabalho, até a defesa

deste trabalho. Logo, este estudo dos zeros reduzidos continua em desenvolvimento.
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Figura 35 — Ajuste linear do grafico log-log de I'm(z.) pelo tamanho de rede L para p > 2
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Figura 36 — Ajuste linear do grafico da temperatura pseudo-critica em funcao de L~/¥
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Figura 37 — Ajuste linear do grafico da temperatura pseudo-critica em funcdo de L~/
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Figura 38 — Diagrama de fases
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Figura 39 — Ajuste linear do gréfico log-log da magnetizacao e do calor especifico pelo
tamanho de rede L parap =2, 3e4
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Figura 40 — Ajuste linear do gréafico log-log da susceptibilidade magnética pelo tamanho
de rede L parap=2, 3e4
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6 Consideracoes Finais

Entre as diversas aplicagoes dos materiais magnéticos, a utilizagdo dos fendmenos
magnéticos em meios de armazenamento de informacgoes é considerada uma das mais
importantes devido a necessidade de tais sistemas tecnologicos no cotidiano do ser humano.
Alguns métodos computacionais especificos para o estudo do magnetismo tém contribuido
de forma significativa para a compreensao do comportamento de novos magnetos, ligados
ao aperfeicoamento destes recursos de armazenamento de dados. Haja vista que podemos
obter uma compreensao tedrica de determinados fenomenos magnéticos em relagao a
temperatura, através de uma andlise numérica de modelos fisicos que nao apresentam

solugoes analiticas.

Através do clock de p-estados bidimensional, por exemplo, conseguimos entender a
transicao de fase decorrente de defeitos topoldgicos do tipo vértice que alguns magnetos
planares apresentam. As flutuagoes térmicas nestes sistemas bidimensionais sao mais
significativas. Logo, em temperaras baixas a correlagao decai por uma lei de poténcia,
indicando uma fase quase-ordenada. J4 em altas temperaturas essa correlagao decai
exponencialmente, comportamento referente a uma fase desordenada. Essa divergéncia
de comportamento da correlacdo caracteriza uma transicao de fase a temperatura finita,

chamada de transicao BKT.

Com a densidade de estados discretizada, conseguimos escrever a funcao de partigao
na forma de um polindmio. Por meio da técnica dos zeros reduzidos da funcao de particao
conseguimos reduzir o grau elevado deste polindomio e encontrar as raizes complexas de
forma robusta e ao mesmo tempo dindmica. Neste processo, os coeficientes do polinémio
foram representados em histogramas de energias h(F) normalizados em [0, 1], para cada
temperatura. Alguns estados de energia menos relevantes na transicao de fase foram
descartados apds um corte de 107! em h(E), com isso conseguimos reduzir o grau elevado
do polinémio sem introduzir um desvio relevante na raiz principal (ou zero dominante)
obtida para cada temperatura. Essas raizes complexas, que aparecem sempre como pares
conjugados, tendem a "pincar" o plano complexo no ponto onde temos o zero dominante no
limite termodindmico, ou seja, em x. = (1, 0). Isso ocorre de forma gradativa, conforme

aumentamos o tamanho da rede quadrada L.

Neste trabalho encontramos a temperatura critica e os expoentes criticos para os
valores de p < 7, com os tamanhos de rede L = 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 e 90. Os
resultados obtidos mostram que a correlagao apresenta a divergéncia no comportamento
a partir de p > 5. Indicando que temos duas transicoes de fase finitas e distintas, uma

transicao ordem-BKT em p < 4 e outra BKT-desordem em p > 5. Além disso, percebemos
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que a fase Berezinskii-Kosterlitz-Thouless existe entre duas temperaturas criticas distintas.
A temperatura critica T é praticamente a mesma para os valores intermediarios de p > 5:
T, = 1,0527 £ 0,0009.J|¢|*/kp para p = 5, T, = 1,0637 £ 0,0001.J|¢|*/kp para p = 6 e
T, = 1,0709 £ 0,0006.J|7|?/kp para p = 7. J4 a temperatura critica Ty varia e reduz a
medida que o valor intermediario de p aumenta: T, = 0, 8329 + 0, 0002.J|3|?/kp para p = 5,
T, = 0,59 +0,03J|5)?/kp para p =6 e T, = 0,43078 & 0,00003.J|5|*/kp para p = 7.

Este comportamento em 75 ja era esperado porque para p — oo o modelo de clock
se reduz ao modelo XY, onde temos a presenca de apenas duas fases: uma de quase-
ordenamento, com a presenca de pares de vortice e anti-vértice, e outra completamente
desordenada. Além disso, o resultado obtido para p = 2 comprova que neste limite o
modelo de clock bidimensional se comporta como o modelo de Ising 2D. O valor obtido foi
T, = 2,273040,0005.J|7|?/kp, o que pode ser considerado um resultado consideravelmente

proximo do valor exato encontrado por Onsager [17].

Conforme ja informado, este trabalho ainda segue em desenvolvimento. Logo,
pretendemos determinar o médulo de helicidade referente ao modelo de clock 2D, para obter
os expoentes criticos relacionados a magnetizagao, ao calor especifico e a susceptibilidade
magnética para os valores de p > 5. Além de obter tais resultados, essa grandeza nos
ajudara a obter respostas mais claras sobre o surgimento e desacoplamento de pares de
vortice e anti-vortice na fase topoldgica do nosso sistema. Pretendemos entao repetir a
dindmica da simulagao para os mesmos tamanhos de rede L utilizados e implementéa-la para
tamanhos de rede maiores. Também é interesse deste trabalho estudar o comportamento
deste sistema na presenca de campo magnético externo, porém este € um objetivo mais a

longo prazo.
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APENDICE A - Algoritmo desenvolvido

para obter os zeros da funcao de particao

I'UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO

(UFOP)
IINSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E BIOLOGICAS (ICEB)
IDEPARTAMENTO DE FISICA (DEFIS)

IPROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM CIENCIAS — FISICA DE MATERIAIS (FIMAT)
!

!'Linha de pesquisa: Simulacao Computacional e Modelagem Matematica

|
'Ouro Preto, Minas Gerais — Brasil
!

1 st s sk o s o sk ok ok sk ok ok ok KR sk RO R kKK R R KK KR KRR KR KKK R R K KRR R KK R KR K R KKK R KR KOk KR R oK K Kk
IDETERMINA OS ZEROS DA FUNCAO DE PARTICAO DO MODELO DE CLOCK DE P-ESTADOS
IEM UMA REDE QUADRADA DE SPINS (COM CONDICOES DE CONTORNO PERIODICAS E
!COM CAMPO EXTERNO NULO

1 st s s sk ok s s sk ok ok ok sk ok ok K R ok oKk R kKK R R KKK R R K K R KKK R R KKK R R KR K R Sk KK R R KKK R R oKk K R kK R R oKk Ok
!

'Aluno: Maycon Junior da Cruz Silva

|

! Orientador: Professor Dr.

!

Julio Cesar Siqueira Rocha (DEFIS/ICEB — UFOP)

! Coorientador::
|

Professor Dr. Bismarck Vaz da Costa (DF/ICEx — UFMG)

Fortran 90

!Linguagem de programacao:

I'VARIAVEIS — INTEGER KIND
14

14
=T

MODULE integer__kind

INTEGER, PARAMETER :: Klb5=selected int_ kind (15)
INTEGER, PARAMETER :: K4B=selected int_kind (9)
END MODULE integer_ kind

I

!'VARIAVEIS USADAS NO GERADOR DE NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS

M+ A
MODULE rasetl

USE integer_ kind

IMPLICIT NONE

REAL(8), SAVE :: u(97), cc, cd, cm

INTEGER(K15), SAVE :: i97, j97

112
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END MODULE rasetl
I I I o e e o T e e o B B o o e e e I I e e o
IDEMAIS VARIAVEIS USADAS NA SIMULACAO

'I|||||I|I|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|I|||||||||||
Srrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e T T

MODULE variaveis
USE integer__kind
IMPLICIT NONE

INTEGER(K15) :: p, L, L2, tmc, tmc_average, tmc_temper, iseed, iseedl, &

& iseed2 , en_min, en_max, rangeEn_min, rangeEn_max, epslon, N

INTEGER(K15) ,ALLOCATABLE, DIMENSION (:)  :: vXdir, vXesq, vYdir, vYesq

DOUBLE PRECISION, ALLOCATABLE :: teta (:), spin(:), he(:), x_real(:), &
& x_imagi(:)

DOUBLE PRECISION : pi, E, E2, Mx, My, mag, mag2, e_med, e2_med, m_med, &
& m2 _med, m3_med, m4d med, deltaE , temp, beta, temp_ min, temp_ max, &

& L2 inv, V1, V2, V3, V4, V5, V6, U4, susc, cv, tmc_inv, me med, &

& m2e _med, m3e med, mde med, ml, m2, m3, m4, delta_ temp, deltaMx, &

& deltaMy , epslon_inv, maior, maior_inv, norma, menor, real_selec, &

& imagi_selec, erro, temp_anterior, corte

CHARACTER(100) : saida_he, saida_zeros, saida_medias, command, &
& polinomio, tabela
END MODULE variaveis

PROGRAM clock2D_ metropolis

USE integer_kind

USE variaveis

IMPLICIT NONE

INTEGER (k4B ) ,DIMENSION(12) :: iseed_aux

REAL :: t_inic, t_fim, seed aux
DOUBLE PRECISION :: rand

INTEGER(K15) :: num

INTEGER(K15) :: ii, jj

CALL CPU TIME(t inic) linicializa a contagem do tempo de computacao
erro = 0.001D0

corte = 0.1D0

OPEN(UNIT=10, FILE="input_temp_ MPSolve.dat")
READ(10,%) temp

beta = 1.0D0/temp

DO

temp__anterior = temp

CALL busca_ xreal ()
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beta = beta — (DLOG(real_ selec)xepslon_inv)

temp = 1.0D0/beta

DEALLOCATE( vXdir ,vXesq,vYdir,vYesq, spin , teta ,he,x_real ,x_imagi)
IF (DABS(temp — temp_anterior) .LT. erro) THEN

CALL busca_xreal ()

EXIT

END IF

OPEN(UNIT=10, FILE="input_temp_MPSolve.dat")
WRITE(10,%) temp
CLOSE(10)

OPEN(UNIT=10, FILE=’input_clock2Dhe_MPSolve.dat )
WRITE(10,%) L+10, p

WRITE(10,%) (L+10)%(L+10)*100, tmc_average
WRITE(10,%) epslon

CLOSE(10)

CALL CPU TIME(t_fim) !'finaliza o tempo de computacao
WRITE(* ,%) ’CPU_ Time:’, t_fim—t_inic !tempo de execucao

IBUSCA A RAIZ COMPLEXA MAIS PROXIMA DO PONTO (1,
!HAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAH
SUBROUTINE busca_ xreal ()

USE integer__kind

USE variaveis

IMPLICIT NONE

CALL temp_step ()

menor = 1.0D0

DO ii=1N

IF ((x_real(ii) .GT. 0.0D0) .AND. (x_imagi(ii) .GT. 0.0D0)) THEN
norma = DSQRT((1.0D0—x_real(ii))*(1.0D0—x_real(ii)) + &

& (0.0D0—x_imagi(ii))=*(0.0D0-x_imagi(ii)))

IF (norma .LT. menor) THEN

menor = norma
real selec = x_real(ii)
imagi_selec = x_imagi(ii)
END IF

END IF

END DO

OPEN(UNIT=10, FILE=tabela , POSITION="APPEND’)
WRITE(10,%) temp, beta, real selec, imagi_selec
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CLOSE(10)

END SUBROUTINE busca_xreal

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
L2 N O O O |

IDIRECIONA O ALGORITMO PARA A TERMALIZACAO E EM SEGUIDA PARA OS CALCULOS

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
L N I N N N B |

SUBROUTINE temp_ step ()
USE integer_kind

USE variaveis
IMPLICIT NONE

CALL inicio () !inicia o sistema

tmc = tmc__temper !passos de Monte Carlo para a termalizacao

CALL metropolis() !implementa o algoritmo de Metropolis

tmec = tmc_average !passos de Monte Carlo para efetuar os calculos
CALL metropolis() !implementa o algoritmo de Metropolis

CALL zeros() !registra os zeros complexos e o histograma

CALL medias() !registra as medias termodinamicas

PRINT %, #HHH =, ,temp , 'HHHE

RETURN

END SUBROUTINE temp_ step

T T T T N I
R N O I B I

IINICIA A SIMULACAO REGISTRANDO INFORMACOES IMPORTANTES,

ICOMO A POSICAO DOS SPINS

I S S o e e S R B S e B I e
SUBROUTINE inicio ()

USE integer__kind

USE variaveis

IMPLICIT NONE

INTEGER(K15) :: ii, jj, cont

CHARACTER(8) :: date
CHARACTER(10) :: time
CHARACTER(5) :: zone

INTEGER,DIMENSION (8) :: ivalues

912 FORMAT( 'med_clock2D L="11"_p="11"_T='F9.7’.dat’)
913 FORMAT( 'med_ clock2D_L="12"_ p="12°_T='F9.7’.dat’)
914 FORMAT( med_clock2D_L="13"_p="13"_T='F9.7’.dat’)
915 FORMAT( *histo_ clock2D_L="I1"_p="I1"_T="F9.7’.dat’

916 FORMAT( "histo_ clock2D_L="12"_ p="12° T="F9.7’.dat’

917 FORMAT( *histo_ clock2D L="13’ p="13’ T='F9.7’.dat’
919 FORMAT( ’zeros_ clock2D_L="12"_ p="12" T='F9.7’.dat’

(
(
( )
( )
( )
918 FORMAT( ’'zeros_ clock2D_L="I1"_p="11"_T='F9.7’.dat’)
( )
920 FORMAT( ’zeros_ clock2D_L="13"_p="13"_T='F9.7’.dat’)

(

(

(

(

921 FORMAT( ’registro_L="1I3"_p="13)
922 FORMAT( 'registro_L="13"_p="13)
923 FORMAT( ’registro_L="I3"_p="13)
924 FORMAT( ’'polinomio.pol”)
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925 FORMAT( ’polinomio.pol’)
926 FORMAT( ’polinomio.pol’)

OPEN(UNIT=10, FILE=’input_clock2Dhe_MPSolve.dat )
READ(10,*) L, p

READ(10,*) tmc_temper, tmc_average

READ(10,*) epslon

CLOSE(10)

!'definindo nomes dos arquivos
IF (L .LT. 10) THEN
WRITE(saida_medias, 912) L, p, temp
WRITE(saida_he ,915) L, p, temp
/RITE(saida_zeros ,918) L, p, temp

(

(

%ﬁ

ITE(tabela ,921) L, p
polinomio ,924)

"k

ELSE

IF (L .LT. 100) THEN
RITE(saida_medias, 913) L, p, temp

lTE(saidaihe,916) L, p, temp

(saida_zeros,919) L, p, temp

(

(

Z 2

EEE

tabela ,922) L, p
WRITE( polinomio ,925)

ELSE
WRITE(saida_medias, 914) L, p, temp
WRITE(saida_he,917) L, p, temp

%

WRITE(tabela ,923) L, p
WRITE( polinomio ,926)
END IF

END IF

(
(
(saida_zeros,920) L, p, temp
(
(

linicializa o gerador de numeros aleatorios
CALL DATE AND TIME(date ,time ,zone,ivalues)
CALL DATE AND TIME(VALUES=ivalues)

iseed_aux = ivalues(1)—2000 + 100x(ivalues(2) — 1 4+ 12x(ivalues(3)—1 + &
& 31x(ivalues (5) + 24x(ivalues(6) + 60x(ivalues(7) + 100xivalues(8))))))

iseed__aux = ABS(iseed_aux)

iseed aux = iseed aux + iseed aux

DO ii=1,12

iseed _aux(ii) = iseed aux(ii)*ii + iseed aux(ii)xii
END DO

CALL RANDOM_NUMBER(seed__aux)
iseedl = NINT(31328.0D0xseed__aux)
CALL RANDOM NUMBER( seed__aux)
iseed2 = NINT(30081.0D0*seed__aux)
PRINT#*, ’Seeds:’, iseedl ,iseed2
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CALL rmarin (iseedl ,iseed?2)

PRINTx*, ’Gerador de numeros aleatorios inicializado!”’

lalocando variaveis e tabelando parametros

L2 = LxL !'Calcula a area do plano
L2_inv = 1.0D0/DBLE(L2)
en min = —3xL2

en_max = 3%xL2
epslon_inv = 1.0D0/DBLE(epslon)
rangeEn_min = INT(en_minxepslon_inv)

rangeEn_max = INT (en_maxxepslon_inv)

ALLOCATE (vXdir (1:L2),vXesq(1:L2),vYdir(1:L2),vYesq(1:L2),spin (1:L2), &

& teta (0:p—1),he(rangeEn_min:rangeEn_max))

lcalcula os angulos possiveis para cada p—estado
pi = 4.0D0+*ATAN(1.0D0)

DO ii=0,p—1

teta(ii) = (2.0D0xpi«DBLE(ii))/DBLE(p)

END DO

lregistra os primeiros vizinhos

cont =1
DO ii=1,L
DO jj=1,L

!Define a posicao dos vizinhos na direcao x
vXdir(cont) = cont + 1

vXesq(cont) = cont — 1

IF (jj -EQ. 1) vXesq(cont) = cont — 1 + L
IF (jj .EQ. L) vXdir(cont) = cont + 1 — L
!Define a posicao dos vizinhos na direcao y
vYdir(cont) = cont + L

vYesq(cont) = cont — L

IF (ii .EQ. 1) vYesq(cont) = cont — L + L2
IF (ii .EQ. L) vYdir(cont) = cont + L — L2
ICALL ranint ()

I'spin(cont) = teta (num)

cont = cont + 1

END DO

END DO

spin = teta (0)

PRINT#, ’Sistema inicializado com sucesso!!!!"’

-
RETURN

END SUBROUTINE inicio

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
Ll LI T T T T T T

IIMPLEMENTA O METODO DE MONTE CARLO ATRAVES DO ALGORITMO DE METROPOLIS

L B B o o L B B B
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SUBROUTINE metropolis ()
USE integer__kind

USE variaveis

IMPLICIT NONE
INTEGER(K15) :: ii, jj, Il
DOUBLE PRECISION :: old, new
he = 0.0D0

e med = 0.0DO0

e2 _med = 0.0D0

m med = 0.0D0

m2 med = 0.0DO0

m3 med = 0.0DO0

m4 med = 0.0DO0

me_med = 0.0DO0

m2e_med = 0.0D0

m3e _med = 0.0D0

mde med = 0.0DO0

DO ii=1,tmc

CALL parametros ()

DO jj=1,L2

old = spin(jj)

!muda o angulo do estado no sentido anti—horario

DO

CALL ranint ()

spin(jj) = teta (num)
new = spin(jj)

IF (new .NE. old) EXIT
END DO

CALL dif_ parametros(jj ,old ,new)

IF (deltaE .LT. 0.0D0) THEN
E = E + deltaE

Mx = Mx + deltaMx

My = My + deltaMy

mag = DSQRT(Mx+«Mx + MyxMy)
ELSE

rand = ranmar ()

IF (rand .LT. DEXP(—betaxdeltaE)) THEN

E = E + deltaE

Mx = Mx + deltaMx

My = My + deltaMy

mag = DSQRT(Mx+xMx + MyxMy)
ELSE

spin(jj) = old

END IF

END IF

END DO
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11 = INT(Exepslon_inv)
he(11) = he(11) + 1.0D0

e med = e med + E
e2 med = €2 med + E2

mag2 = magxmag

m_med = m_med + mag

m2 _med = m2_ med + mag?2

m3 med = m3 med + (magxmag2)

m4d_med = m4_med + (mag2xmag?2)

me_med = me_med + (Exmag)
m2e_med = m2e_med + (Exmag2)
m3e med = m3e med + (Exmag+mag?2)

mde_med = mde_med + (Exmag2+mag2)

END DO

tmc_inv = 1.0D0/DBLE(tmc)
he = hextmec inv

RETURN

END SUBROUTINE metropolis

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
L3N I U U O O I |

IREGISTRA OS ZEROS COMPLEXOS E O HISTOGRAMA NORMALIZADO

I S B S S e B R B S A T
SUBROUTINE zeros ()

USE integer__kind

USE variaveis

IMPLICIT NONE

INTEGER(K15) :: degree

'normaliza o histograma de energia
maior = he(en_min)

DO ii=en_min+1,en_max

IF (he(ii) > maior) THEN

maior = he(ii)

ELSE

maior = maior

END IF

END DO

maior_inv = 1.0D0/maior
he = hesxmaior inv

!realiza o corte e registra o histograma de densidade
e descobre o grau do polinomio
OPEN(UNIT=10, FILE=saida_he, POSITION="APPEND’)

ii = en_min
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=0

IF (he(ii) .LT. corte) he(ii) = 0.0D0
IF (he(ii) .GT. corte) jj = jj + 1
WRITE (10 ,%) REAL(iixepslon), he(ii)
ii = ii 4+ epslon

IF (ii > en_max) EXIT

END DO

CLOSE(10)

degree = jj — 1

I'preenche o polinomio
OPEN(UNIT=10, FILE=polinomio, POSITION="APPEND’)

WRITE(10,%) "Monomial;"
WRITE(10,%) "Real;"

WRITE(10,%) "FloatingPoint ;"
WRITE(10,%) "Precision=53;"
WRITE(10,%) "Degree=",degree,";"
CLOSE(10)

OPEN(UNIT=10, FILE=polinomio, POSITION=APPEND’)

ii = en_min

DO

IF (he(ii) .GT. corte) WRITE(10,%) he(ii)
ii = ii + epslon

IF (ii > en_max) EXIT

END DO

CLOSE(10)

l'determina os zeros complexos atraves do MPSolve

command = "mpsolve —au, —Ga —tf —Og polinomio. pol > zeros_clock2D.dat"

CALL SYSTEM(command)

lregistra a quantidade total de raizes complexas
lregistra a parte real e imaginaria em vetores
N=20

OPEN(1, FILE="zeros_clock2D.dat")

DO

READ(1,* ,END=10)

N=N+1

END DO

10 CLOSE(1)

ATLOCATE (x_real (1:N),x imagi(1:N))
OPEN(UNIT=10, FILE="zeros_clock2D .dat")

DO ii=1,N

READ(10,%) x_real(ii),x_imagi(ii)

END DO

CLOSE(10)



APENDICE A. Algoritmo desenvolvido para obter os zeros da fungio de particao 121

larmazena em um arquivo as raizes complexas para cada temperatura
OPEN(UNIT=10, FILE=saida_ zeros, POSITION=’APPEND’)

DO ii=1,N

WRITE(10,%) x_real(ii), x_imagi(ii)

END DO

CLOSE(10)

lapaga os arquivos desnecessarios

command = "rm_polinomio. pol_zeros_clock2D .dat"

CALL SYSTEM(command)

END SUBROUTINE zeros
"+
ICALCULA AS MEDIAS TERMODINAMICAS

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
R L O I B

SUBROUTINE medias ()
USE integer__kind
USE variaveis
IMPLICIT NONE

e_med = e medxtmc_inv
e2 med = €2 med*xtmc_inv
cv = e2 med — e med*e med

cv = betaxbetaxcvxL2 inv

m med = m medxtmc_inv
m2 med = m2 medxtmc inv
m3_med = m3 medxtmc_inv

m4 med

m4 medxtmec_inv
me med = me medxtmc inv
m2e med = m2e med*xtmc inv

m3e _med = m3e med*tmc inv

mde med = mde medxtmc_inv

ml = me med — e medxm med
m2 = m2e med — e meds*m2 med
m3 = m3e _med — e meds*m3 med

m4 = mde med — e med*m4d med

ml = —mlxbetaxbeta
m2 = —m2«xbetaxbeta
m3 = —m3kxbetaxbeta
m4 = —mdxbetaxbeta
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m3 = DLOG(m3)
m4 = DLOG(m4)

V1 = 4.0D0xm3 — 3.0D0xm4
V2 = 2.0D0*m2 — m4

V3 = 3.0D0*m2 — 2.0D0+m3
V4 = 4.0D0*ml — m4

V4 = V4/3.0D0

V5 = 3.0D0xml — m3

V5 = V5%0.5D0

V6 = 2.0D0*ml — m2

susc = m2 med — m_ med*m med

susc = betaxsusc*L2 inv

U4 = 3.0D0*m2 med*m2 med
U4 = 1.0D0 — m4d_med/U4

e med = e _med*xL2 inv

m med = m medxL2 inv

larmazena os valores calculados
OPEN(UNIT=10, FILE=saida_ medias,

WRITE(10,%) e med, cv, m med, susc, U4, V1, V2, V3, V4, V5 V6

CLOSE(10)
RETURN
END SUBROUTINE medias

POSITION="APPEND ")

T T T T O A A A |
L2 I I |

ICALCULA A VARIACAO DA ENERGIA E ATUALIZA A MAGNETIZACAO APOS

A MUDANCA DO ANGULO

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
SrrrrrTrrrrrrrrrr T T T T

SUBROUTINE dif_parametros(ispin ,old ,new)

USE integer__kind
USE variaveis
IMPLICIT NONE

INTEGER(K15), INTENT(IN) :: ispin

DOUBLE PRECISION, INTENT(IN)

old, new

latualiza a magnetizacao apos a mudanca

deltaMx = COS(new) — COS(old)
deltaMy = SIN(new) — sin(old)

!variacao da energia apos a mudanca

deltaE = —(COS(new — spin(vXdir(ispin))) — COS(old — spin (vXdir
& — (COS(new — spin(vYdir(ispin))) — COS(old — spin(vYdir (i
(
(i

)
& — (COS(new — spin(vXesq(ispin)
)

RETURN

)) — COS(old — spin(vXesq(ispin
& — (COS(new — spin(vYesq(ispin))) — COS(old — spin(vYesq(ispin



APENDICE A. Algoritmo desenvolvido para obter os zeros da funcio de particao 123

END SUBROUTINE dif_ parametros
"+
ICALCULA A ENERGIA E A MAGNETIZACAO DO SISTEMA

'I||||||||||I|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|||||||||||||||||
Srrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e T T

SUBROUTINE parametros ()
USE integer__kind

USE variaveis

IMPLICIT NONE
INTEGER(K15) :: ii

E = 0.0D0

Mx = 0.0D0

My = 0.0D0

DO ii=1,L2

lcalcula a energia

E =E — COS(spin(ii) — spin(vXdir(ii))) — COS(spin(ii) — spin(vYdir(ii)))

lcalcula a magnetizacao

Mx = Mx + COS(spin(ii))

My = My + SIN(spin(ii))

END DO

mag = DSQRT (Mx«Mx + My«My)

RETURN

END SUBROUTINE parametros

A A A A A A A A A A A A
IGERADOR DE NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS

!

!Proposto inicialmente por:

|

!"Toward a Universal Random Number Gerator'
!G. Marsaglia and A. Zaman and W. W. Tsang
I'Statistics & Probability Letters

'vol. 9, n. 1, p. 35-39, 1990

T T T T T Y O A
T T T T L L L L I I

SUBROUTINE rmarin (ij, kl)
USE integer_kind

USE rasetl

IMPLICIT NONE
INTEGER(K15), INTENT(IN) :: ij, kl

INTEGER(K15) :: i, j, k, 1, m, ii, jj

DOUBLE PRECISION :: s, t

IF (ij.LT.0 .OR. ij.GT.31328 .OR. kl1.LT.0 .OR. kl.GT.30081) THEN
WRITE(*,’(A)’) ’The,first random number seed must have a value by ,0—-31328"’
WRITE(*,’(A)’) ’The second seed must_have a value by ,0-30081"

STOP

END IF

i =MOD(ij /177, 177) + 2
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j =MOD(ij , 177) + 2
k = MOD(k1/169, 178) + 1
1 = MOD(kl, 169)

DO ii=1,97

s = 0.0D0

t 0.5D0

DO jj=1, 24

m = MOD(MOD(ixj, 179)xk, 179)
i=j

j =k

k =m

1 =MOD(53%x1 + 1, 169)

IF (MOD(1l#m, 64) .GE. 32) THEN
s =s +t

END IF

t = 0.5D0xt

END DO

u(ii) = s

END DO

cc = 362436.0D0/16777216.0D0
cd = 7654321.0D0/16777216.0D0

em = 16777213.0D0/16777216.0D0
197 = 97

j97 = 33

RETURN

END SUBROUTINE rmarin

FUNCTION ranmar () RESULT(uni)

USE rasetl

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION :: uni

uni = u(i97) — u(j97)

IF (uni .LT. 0.0D0) uni = uni + 1.0D0
u(i97) = uni

i97 = i97 — 1

IF (i97 .EQ. 0) i97 = 97

j97 = j97 — 1

IF (j97 .EQ. 0) j97 = 97

cc = cc — cd

IF (cc .LT. 0.0D0) cc = cc + cm

uni = uni — cc

IF (uni .LT. 0.0D0) uni = uni + 1.0D0
RETURN

END FUNCTION ranmar

L B B B o o B B B B e B B e
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ISORTEIA ALEATORIAMENTE UM NUMERO INTEIRO ENTRE 1 E P PARA A DISTRIBUICAO
TALEATORIA DAS POSICOES DOS SPINS

A+ A
SUBROUTINE ranint ()

USE variaveis

IMPLICIT NONE

rand = ranmar ()

num = FLOOR(p#rand)

RETURN

END SUBROUTINE ranint

END PROGRAM clock2D metropolis






